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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. Упругие тела цилиндрической 

геометрии представляют собой важнейший по фундаментальной и прикладной 

значимости класс объектов математического моделирования в волновой механике 

деформируемых сред. Это связано с самой широкой распространенностью 

деталей, конструкционных и структурных элементов цилиндрической формы в 

машинах, приборах и строительных сооружениях, в природных объектах и живых 

организмах. Однако, несмотря на длительную историю разносторонних 

содержательных научных исследований по данной проблематике, и на 

сегодняшний день можно констатировать существование целого ряда ее 

современных, крайне актуальных, но малоизученных аспектов, требующих 

разработки новых методов теоретического численно-аналитического анализа, 

углубленной систематизации и обобщения результатов численных 

экспериментов, синтеза рекомендаций по использованию полученных 

закономерностей и выводов в сферах практических приложений. 

Наличие открытых неисследованных вопросов волновой динамики 

цилиндрических тел связано как со сложностями теоретического анализа многих 

типов ранее сформулированных задач данного класса, так и с появлением новых 

вариантов их постановки в контексте современных запросов инновационных 

научно-технических отраслей и достижений в технологиях изготовления и 

обработки новых конструкционных материалов, в том числе формируемых 

методами 3D печати. В этой связи, может быть выделен круг неклассических 

проблем волновой механики цилиндрических деформируемых тел, в которых, 

наряду с традиционными элементами формулировки моделей динамического 

деформирования полых и сплошных изотропных цилиндров однослойной и 

многослойной структуры, ставятся задачи последовательного комплексного учета 

специфических факторов усложнения физико-механических и геометрических 

свойств. В частности, это учет определенных типов анизотропии механических 

свойств для материалов однослойных и многослойных цилиндров; учет 
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нескольких типов непрерывной неоднородности их физико-механических свойств 

(свойств инновационных функционально-градиентных материалов); учет 

пьезоэлектрических и пьезомагнитных свойств; учет эффектов диссипативного 

рассеяния энергии волновых колебаний; комплексный учет свойств 

геометрической и физической нелинейности в процессах динамического 

деформирования рассматриваемых объектов. Актуальным элементом 

неклассической постановки проблем волновой механики цилиндрических 

деформируемых тел является также учет неканонической геометрии сечений 

рассматриваемых объектов, в частности анализ волновой динамики полых и 

сплошных однослойных и многослойных цилиндров с криволинейными 

сечениями, с сечениями, имеющими вырезы и вставки секторной и сегментной 

формы. К рассматриваемой группе проблем могут быть отнесены и задачи 

волновой механики цилиндров со смешенными неклассическими вариантами 

задания краевых условий на различных участках граничных поверхностей, а 

также задачи волновой механики цилиндров содержащих жидкость либо 

вмещенных в акустическую среду. Элементами неклассической постановки 

проблем волновой механики цилиндрических деформируемых тел выступают 

различные сочетания всего ряда перечисленных факторов. 

Создание новых версий численно-аналитических методов решения задач 

волновой механики цилиндрических тел с усложненными геометрическими и 

физико-механическими свойствами помимо реализации целевого задания по 

дальнейшему развитию методологической базы фундаментальных и прикладных 

исследований, обеспечивает также дополнительную верификацию результатов 

применения к рассматриваемым проблемам прямых численных методов, создает 

возможности для более эффективного поиска и обобщения параметрических 

закономерностей в исследуемых процессах. 

Таким образом, с учетом круга представленных соображений, тема данной 

диссертационной работы, посвященной теоретическому численно-

аналитическому исследованию неклассических проблем волновой механики 

цилиндрических тел с усложненными геометрическими и физико-механическими 
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свойствами, может быть отнесена к актуальным темам научных исследований по 

современным проблемам важнейшего народно-хозяйственного значения. 

Связь работы с научными программами, планами, темами. 

Представленные в работе исследования связаны с тематикой конкурсных 

исследовательских проектов: «Резонансные явления и эффекты локализации 

волновых полей в геометрически сложных существенно анизотропных телах и 

элементах конструкций» (МОНУ, №0199U001502, 1999-2000гг.); «Возбуждение, 

распространение и рассеяние нелинейных упругих волн в трехмерных 

кристаллических пластинах и цилиндрических телах» (МОНУ, №0101U005370, 

2001-2003гг.); «Волновые процессы в низкосимметричных пьезокристаллических 

и пьезомагнитных телах пространственной геометрии» (МОНУ, №0104U002148, 

2004-2006гг.); «Нормальные и поверхностные волны деформаций в трехмерных 

анизотропных волноводах усложненного геометрического строения» (МОНУ, 

№0107U001464, 2007-2009гг.); «Пространственные поля линейных и нелинейных 

нормальных волн деформаций в составных анизотропных телах призматического, 

цилиндрического и слоистого строения» (МОНУ, №0107U003466, 2010-2012гг.); 

«Волны деформаций в анизотропных телах с локализованными участками 

неоднородности геометрических и физико-механических свойств» (МОНУ, МОН 

ДНР, №0113U001529, 2013-2016гг.); «Математическое моделирование 

прочностных и волноводных свойств деформируемых элементов конструкций и 

геоструктур с усложненными физико-механическими свойствами» (МОН ДНР, 

№0117D000071, 2017-2019гг.). Ведущие результаты диссертационной работы 

включены в отчеты по указанным НИР. 

Цель и задачи исследования. Целью исследования является разработка и 

обобщение систематизированных результатов реализации теоретических 

численно-аналитических методов решения неклассических пространственных 

задач волновой механики протяженных деформируемых цилиндрических тел с 

усложненными геометрическими и физико-механическими свойствами. 

Достижение поставленной цели предполагает решение следующих задач: 

• построение базисных множеств аналитических частных решений 
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уравнений волнового деформирования применительно к краевым задачам о 

спектрах нормальных упругих волн в сплошных цилиндрах из прямолинейно 

ортотропных материалов с гладкой границей поперечного сечения; 

• построение базисных множеств аналитических частных решений 

уравнений волнового деформирования для краевых задач о спектрах нормальных 

упругих волн в трансверсально-изотропных и цилиндрически ортотропных 

цилиндрах кругового и кольцевого сечения с экспоненциально-степенной 

радиальной неоднородностью; 

• построение базисных множеств аналитических решений 

вспомогательных спектральных задач для обладающих радиальной 

неоднородностью экспоненциально-степенного типа трансверсально-изотропных 

и цилиндрически-ортотропных волноводов с секторно-круговым и секторно-

кольцевым сечением при наличии гибких нерастяжимых покрытий на радиальных 

участках граничной поверхности; 

• построение базисных множеств аналитических и численно- 

аналитических решений вспомогательных спектральных задач для обладающих 

радиальной неоднородностью экспоненциально-степенного типа трансверсально-

изотропных волноводов с сечением в виде кругового сектора в случае свободных 

либо жестко закрепленных радиальных участков граничной поверхности; 

• исследование асимптотических свойств решений рассматриваемых 

спектральных задач; 

• получение и исследование дисперсионных соотношений для нормальных 

волн в трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных волноводах 

исследуемого геометрического строения со свободными и жестко закрепленными 

цилиндрическими участками граничной поверхности с радиальной 

неоднородностью экспоненциально степенного типа на основе использования 

базисных множеств решений уравнений модели и вспомогательных спектральных 

задач; 

• получение и исследование дисперсионных соотношений для нормальных 

волн в трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных волноводах 
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кольцевого сечения с заполнением внутренней полости идеальной 

слабосжимаемой жидкостью; 

• разработка методики исследования малых нелинейных ангармонических 

эффектов при распространении упругих волн в трансверсально-изотропных 

цилиндрах кругового сечения с использованием модели геометрически и 

физически нелинейного деформирования; 

• разработка и реализация методик анализа параметрических 

закономерностей в топологическом строении и составе дисперсионных спектров 

нормальных волн, в распределениях их фазовых и групповых скоростей, а также в 

кинематических характеристиках волновых движений применительно к 

цилиндрам с усложненными геометрическими и физико-механическими 

свойствами; 

• обобщение и систематизация полученных новых фундаментальных 

данных о закономерностях влияния особенностей усложненной геометрии 

сечений, типов граничных условий, радиальной неоднородности, анизотропии и 

нелинейности физико-механических свойств материалов волноводов на 

структуры дисперсионных спектров и особенности кинематических 

характеристик исследуемых нормальных волн, представляющие первоочередной 

интерес для сферы практических приложений. 

Объектом исследования являются математические модели волновой 

механики деформируемых цилиндрических тел с неклассическими 

геометрическими и физико-механическими свойствами.  

Предметом исследования являются численно-аналитические методы 

решения и систематизированные результаты параметрического исследования 

задач о спектрах и свойствах упругих волн в цилиндрах с сечениями усложненной 

геометрии из радиально-неоднородных анизотропных линейных и нелинейных 

материалов. 

На защиту выносятся: 

1. Методика построения базисных множеств частных решений уравнений 

волнового деформирования в форме кратных степенных рядов комплексных 
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переменных для краевых задач о спектрах нормальных упругих волн в сплошных 

цилиндрах из прямолинейно ортотропных материалов с гладкой границей 

поперечного сечения. 

2. Методики построения базисных множеств аналитических частных 

решений уравнений волнового деформирования трансверсально-изотропных и 

ортотропных в окружном направлении цилиндров с экспоненциально-степенной 

радиальной неоднородностью применительно к краевым задачам о спектрах 

нормальных упругих волн, формулируемым в цилиндрических областях 

кругового и кольцевого поперечного сечения. 

3. Методика построения базисных множеств аналитических решений 

вспомогательных спектральных задач для обладающих радиальной 

неоднородностью экспоненциально-степенного типа трансверсально-изотропных 

и цилиндрически-ортотропных волноводов с секторно-круговым и секторно-

кольцевым сечением при наличии гибких нерастяжимых покрытий на радиальных 

участках граничной поверхности. 

4. Методики построения базисных множеств аналитических и численно-

аналитических решений вспомогательных спектральных задач для случаев 

однородных условий свободных либо жестко закрепленных примыкающих к 

ребру конечных участков радиальных граней граничной поверхности 

трансверсально-изотропных клиновидных цилиндров с экспоненциально-

степенной радиальной неоднородностью применительно к краевым задачам о 

спектрах нормальных упругих волн, формулируемым в цилиндрических областях 

секторно-кругового поперечного сечения. 

5. Методики получения дисперсионных соотношений для нормальных волн 

в трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных волноводах 

исследуемого геометрического строения со свободными и жестко закрепленными 

цилиндрическими участками граничной поверхности с радиальной 

неоднородностью экспоненциально степенного типа на основе использования 

базисных множеств решений уравнений модели и вспомогательных спектральных 

задач. 
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6. Методики учета в решениях задач о распространении нормальных волн в 

свободных и жестко закрепленных трансверсально-изотропных волноводах 

секторно-кругового сечения с радиальной неоднородностью материала 

экспоненциально степенного типа всех членов, порождающих возможные типы 

особенностей в поле напряжений в окрестности сингулярных точек границы 

волновода. 

7. Методика построения и анализа дисперсионных соотношений в задачах о 

спектрах нормальных волн в трансверсально-изотропных и цилиндрически-

ортотропных волноводах кольцевого сечения с заполнением внутренней полости 

идеальной слабосжимаемой жидкостью. 

8. Методика исследования малых нелинейных ангармонических эффектов 

при распространении упругих волн в трансверсально-изотропных цилиндрах 

кругового сечения с использованием модели геометрически и физически 

нелинейного деформирования. 

9. Установленные и обобщенные параметрические закономерности в 

топологическом строении и составе дисперсионных спектров, в распределениях 

фазовых и групповых скоростей нормальных волн, а также в кинематических 

характеристиках линейных нормальных волн и с учетом малых нелинейных 

ангармонических эффектов волновых движений применительно к цилиндрам с 

усложненными геометрическими и физико-механическими свойствами. 

Научная новизна полученных результатов. 

1. Впервые разработаны методики построения базисных множеств частных 

решений уравнений волнового деформирования трансверсально-изотропных и 

цилиндрически-ортотропных цилиндров кругового и кольцевого поперечного 

сечения с экспоненциально-степенной радиальной неоднородностью для краевых 

задач о спектрах осесимметричных и неосесимметричных нормальных упругих 

волн. 

2. Впервые в замкнутой форме с использованием функций Уиттекера 

построены базисные наборы частных решений системы уравнений волновой 

механики для задач о распространении нормальных крутильных волн в 
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трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных цилиндрах кругового 

сечения для двух частных случаев экспоненциально-степенной радиальной 

неоднородности материала. 

3. Впервые для задач о распространении нормальных крутильных волн в 

трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных цилиндрах 

кольцевого сечения для двух специальных случаев экспоненциально-степенной 

радиальной неоднородности материала в замкнутой форме построены базисные 

наборы частных решений уравнений волновой динамики, представленные через 

функции Уиттекера и интегралы биконфлюэнтного уравнения Гойна. 

4. Впервые разработана методика построения и исследования 

аналитических представлений базисных частных решений вспомогательных 

спектральных задач для анализа проблемы распространения нормальных упругих 

волн в трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных волноводах 

секторно-кругового и секторно-кольцевого сечения с экспоненциально-степенной 

радиальной неоднородностью при наличии гибких нерастяжимых покрытий на 

радиальных участках граничной поверхности. 

5. Впервые поставлены и решены вспомогательные спектральные задачи 

для исследования проблемы распространения нормальных волн в трансверсально-

изотропных цилиндрах с радиальной неоднородностью материала 

экспоненциально-степенного типа, имеющих поперечные сечения в виде 

кругового сектора со свободными либо жестко закрепленными радиальными 

участками граничной поверхности. Исследованы основные свойства полученных 

решений и разработана методика построения дисперсионных соотношений для 

волн исследуемого типа с использованием полученных базисных множеств 

решений соответствующих вспомогательных спектральных задач. 

6. Впервые решена задача учета в решениях дисперсионных задач о 

распространении нормальных волн в свободных и жестко закрепленных 

трансверсально-изотропных волноводах секторно-кругового сечения с 

радиальной неоднородностью материала экспоненциально степенного типа 

членов, порождающих все возможные типы особенностей в поле напряжений в 
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окрестности сингулярных точек границы волновода. 

7. Разработана модифицированная методика получения и исследования 

дисперсионных соотношений для нормальных волн в трансверсально-изотропных 

и цилиндрически ортотропных волноводах кольцевого сечения с заполнением 

внутренней полости идеальной слабосжимаемой жидкостью. 

8. Предложена модифицированная методика построения базисных 

множеств частных решений уравнений волнового деформирования в форме 

кратных степенных рядов комплексных переменных для краевых задач о спектрах 

нормальных упругих волн в сплошных цилиндрах из прямолинейно ортотропных 

упругих материалов с гладкой границей поперечного сечения. 

9. Впервые реализовано численно-аналитическое исследование малых 

нелинейных ангармонических эффектов при распространении 

монохроматических осесимметричных волн кручения вдоль протяженных 

трансверсально-изотропных цилиндров с использованием модели геометрически 

и физически нелинейного деформирования. 

10. Впервые осуществлены разработка и реализация методик анализа 

параметрических закономерностей в топологическом строении и составе 

дисперсионных спектров нормальных волн, в распределениях их фазовых и 

групповых скоростей, а также в кинематических характеристиках волновых 

движений применительно к цилиндрам с усложненными геометрическими и 

физико-механическими свойствами. 

11. Впервые даны обобщение и систематизация полученных новых 

фундаментальных данных о закономерностях влияния особенностей усложненной 

геометрии сечений, типов граничных условий, радиальной неоднородности, 

анизотропии и нелинейности физико-механических свойств материалов 

волноводов на структуры дисперсионных спектров и особенности 

кинематических характеристик исследуемых нормальных волн, представляющие 

первоочередной интерес для сферы практических приложений. 

Методы исследования. Исследование базируется на линейной модели 

динамического деформирования однородных и неоднородных анизотропных 
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упругих сред, а также модели геометрически и физически нелинейного 

деформирования в рамках применения теории конечных деформаций и 

представления упругого потенциала с квадратичными и кубическими членами по 

деформациям. Используются аппарат теории систем дифференциальных 

уравнений в частных производных; методы матричной алгебры; теория 

разложений в степенные и обобщенно степенные ряды; методы теории 

матричных рекуррентных уравнений; теория диофантовых приближений; теория 

решения эллиптических спектральных задач; теория специальных функций; 

дискретный и интегральный метод наименьших квадратов. 

Достоверность и обоснованность основных результатов и выводов работы 

обосновывается использованием апробированных математических моделей 

исследуемых деформационных процессов; строгостью и корректностью 

постановки рассматриваемых задач без привнесения упрощающих гипотез 

геометрической природы; использованием при исследованиях апробированных 

корректных математических методов; верификацией полученных решений по 

критериям удовлетворения уравнениям математической модели и граничным 

условиям рассматриваемых краевых задач; применением критериев сходимости к 

представлениям, получаемым в форме функциональных рядов; согласованностью 

результатов, полученных разрабатываемыми методами в предельных частных 

случаях, с опубликованными результатами других исследователей. 

Теоретическая значимость результатов работы заключается в создании 

эффективных числено-аналитических методов решения новых классов задач 

волновой механики цилиндрических тел с усложненными геометрическими и 

физико-механическими свойствами в рамках логики внуринаучного развития 

фундаментальных исследований в области механики деформируемого твердого 

тела. 

Практическое значение результатов работы заключается в том, что 

разработанные методы и алгоритмы их реализации, закономерности и выводы 

относительно структуры полных дисперсионных спектров, кинематических, 

энергетических и высокочастотных асимптотических свойств нормальных волн в 
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трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных функционально-

градиентных цилиндрах, полученные на основе проведенных численных 

экспериментов, являются инструментами предпроектного моделирования и 

эффективных технических решений в ряде современных научно-промышленных 

отраслей. В частности, это проектирование и конструкторские расчеты новых 

поколений волноводных компонентов акустоэлектронных устройств; технологии 

неразрушающего ультразвукового контроля промышленных изделий, в частности 

продукции трубного производства, упрочняемых осей и валов в ответственных 

конструкциях двигателестроения; ультраакустическая диагностика конструкций 

из новых поколений неоднородных нанокомпозитных материалов; моделирование 

и расчеты нелинейных акустоэлектронных устройств для интегрирования и 

усиления информационных сигналов. 

Личный вклад автора. Все основные аналитические и численные 

результаты представленных в диссертации исследований получены лично 

автором работы. В совместно проведенных исследованиях и опубликованных 

работах, соавторам А.С. Космодамианскому [105, 293] и В.И. Сторожеву [83, 86, 

129, 144, 147, 152, 154, 155, 159, 187, 188, 321] принадлежат участие в постановке 

рассматриваемых задач и рекомендации по схемам анализа и обобщения 

полученных результатов; соавторам Вит.В. Волчкову [156], В.А. Шалдырвану 

[161] принадлежат участие в выработке рекомендаций по схемам анализа и 

обобщения полученных результатов; соавторам Ю.П. Бай [177], Т.В. Волобуевой 

[128], А.И. Дзундзе [126-128], А.В. Елагину [82-86], Е.С. Кисель [164], 

В.А. Моисеенко [126, 127, 130, 132, 158], М.С. Полуказаковой [177], 

С.А. Прийменко [161, 165], Н.В. Приходько [143, 148], В.В. Пузыреву [131], 

О.Ю. Сидаш [154, 159, 160, 166, 187, 321], О.Д. Смоктий [185], Р.Р. Троян [105, 

134, 137, 139-142, 293, 320], В.А. Цапову [129], М.Н. Чернову [147] принадлежат 

участие в разработке программных приложений для осуществления численных 

экспериментов на базе предложенных методов, а также участие в обработке и 

систематизации результатов численного анализа. 

Апробация результатов работы. Основные положения исследования 
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докладывались и обсуждались на ряде научных форумов различного уровня, в 

том числе на: Международной научной конференции «Современные проблемы 

концентрации напряжений» (Донецк, 21-25 июня 1998 г.); ХIІ Международных 

научных школах им. академика С.А. Христиановича «Деформирование и 

разрушение материалов с дефектами и динамические явления в горных породах и 

выработках». (Симферополь, 16-22 сентября 2002 г.); Акустических симпозиумах 

Консонанс - 2005 (Киев, 27-29 сент. 2005 г.), IX Международной конференции 

«Устойчивость, управление и динамика твёрдого тела» (Донецк, 1-6 сентября 

2005 г.); International Seminar «Days on Diffraction’2006» (Saint Petersburg, May 30 

– June 2, 2006); IX Всероссийском съезде по теоретической и прикладной 

механике (Нижний Новгород, 22-28 августа 2006 г.); IV и VII Международных 

научных конференциях «Актуальные проблемы механики деформируемого 

твердого тела» (Донецк – Мелекино, 12-14 июля 2006 г., 11-14 июня 2013 г.); VII 

Всероссийской (с международным участием) конференции по механике 

деформируемого твердого тела (Ростов-на-Дону, 15-18 октября 2013 г.); XVII и 

XVIII Международных конференциях «Современные проблемы механики 

сплошной среды» (Ростов-на-Дону, 14–17 октября 2014 г., 7-10 ноября 2016 г.); IX 

– XIII Всероссийских школах-семинарах «Математическое моделирование и 

биомеханика в современном университете» (пос. Дивноморское, 26-30 мая 

2014 г., 25-30 мая 2015 г., 23-27 мая 2016 г., 29 мая – 3 июня 2017 г., 31 мая – 3 

июня 2018 г.); IX Международной научной конференции «Математичні проблеми 

механіки неоднорідних структур» (Львов, 15-19 сентября 2014 г.); 

Международной научно-методической конференции, посвященной 100-летию со 

дня рождения А.И. Бородина (Донецк, 31 марта 2016 г.); I Международной 

научной конференции «Донецкие чтения 2016. Образование, наука и вызовы 

современности» (Донецк, 16-18 мая 2016 г.); 5-th International conference, 

Dedicated to the 90-th Anniversary of Academician V.L. Rvachev «Nonlinear 

Dynamics – 2016» (Kharkov, September 27–30, 2016); III международной научно-

практической конференции «Приоритетные направления развития современной 

науки: от теории к практике» по итогам 2017 года» (Троицк, 20-24 ноября, 
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2017 г.); VII Международная научно-практической интернет-конференции 

«Современные тенденции развития математики и ее прикладные аспекты» 

(Донецк, 25 мая 2018 г.). По циклам опубликованных работ в рамках тематики 

диссертационного исследования результаты докладывалась на заседаниях 

объединенного научного семинара по математическим проблемам механики 

сплошной среды кафедр теории упругости и вычислительной математики, 

прикладной механики и компьютерных технологий ГОУ ВПО «Донецкий 

национальный университет» и отдела аналитических методов механики горных 

пород ГУ «Институт прикладной математики и механики», в полном объеме 

работа докладывалась на научном семинаре по механике сплошных сред кафедры 

теории упругости и вычислительной математики ГОУ ВПО «Донецкий 

национальный университет» под руководством д.ф.-м.н., проф. С.А. Калоерова 

(2002 – 2018 гг.). 

Публикации. Результаты диссертационного исследования опубликованы в 

50 научных работах. В их числе 23 статьи в реферируемых изданиях, включенных 

в перечень ВАК ДНР, из которых 7 статей в изданиях, включенных в 

Международные наукометрические базы. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения, восьми разделов, заключения с основными выводами и результатами, 

списка литературы из 399 источников. Работа содержит 86 рисунков и 6 таблиц, 

изложена на 297 страницах, из которых 254 страницы занимает основное 

содержание. 
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РАЗДЕЛ 1 

АНАЛИЗ СОСТОЯНИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ ПО ПРОБЛЕМАМ 

ВОЛНОВОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ТЕЛ И 

ПОСТАНОВКА АКТУАЛЬНЫХ НАУЧНО-ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ В 

РАССМАТРИВАЕМОЙ ОБЛАСТИ 

 

1.1. Обзор исследований по проблеме 

 

Как отмечено во вводном разделе работы, различные аспекты проблемы 

динамики деформируемых тел цилиндрической геометрии являлись предметом 

теоретических исследований на основе синтеза и анализа соответствующих 

математических моделей достаточно длительный период времени. Вместе с тем, 

их изучение продолжает сохранять актуальность в связи с современными 

фундаментальными и прикладными запросами в контексте перехода к 

исследованию многих классов задач в новых вариантах постановки. 

Общее представление о различных этапах реализованных теоретических 

исследований по данной проблематике, о спектре разработанных методов 

изучения моделей динамического деформирования цилиндрических тел и 

обобщенных структурно-параметрических закономерностях в анализируемых 

процессах упругих колебаний и распространения волн деформаций для объектов 

этого типа дают обобщающие монографии и обзорные аналитические публикации 

В.М. Бабича, Л.А. Молоткова [9]; М.К. Балакирева, И.А. Гилинского [10]; А.В. 

Белоконя [12], Ю.И. Бобровницкого, М.Д. Генкина, В.П. Маслова, А.В. Римский-

Корсакова [17]; И.А. Викторова [37]; И.И. Воровича, В.А. Бабешко [47]; 

И.П. Гетмана, Ю.А. Устинова [52]; В.Г. Гоголадзе [53]; Э.И. Григолюка, 

И.Т. Селезова [55]; В.Т. Гринченко, В.В. Мелешко [62]; Р.М. Дейвиса [74]; 

Э. Дьелесана, Д. Руайе [75]; В.И. Ерофеева, В.В. Кажаева, Н.П. Семериковой [87]; 

Н.В. Зволинского, М.И. Рейтмана, Г.С. Шапиро [90]; В.Б Иванова [91]; 

Г. Кольского [97]; А.С. Космодамианского, В.И. Сторожева [102, 103]; 

В.Д. Купрадзе, Т.В. Бурчуладзе [109]; В.В. Мелешко, А.А. Бондаренко, 
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С.А. Довгого, А.Н. Трофимчука, Г.Я.Ф. Ван Хейст [122]; Т. Микера, 

А. Мейтцлера [123]; Р. Миттра, С. Ли [124]; В.З. Партона, П.И. Перлина [175]; 

В.Т. Головчана, В.Д. Кубенко, Н.А. Шульги [179]; В.А. Шутилова [198]; 

J.D. Achenbach [204]; M.M. Al–Mousawi [209]; B.A. Auld [212]; D.M. Barnett [217]; 

K.F. Graff [270]; H.D. McNiven, J.J. McCoy [310]; H.D. McNiven [311]; T.R. Meeker, 

A.H. Meitzler [312]; J. Miklowitz [315, 316]; M.J.P. Musgrave [323]; M. Redwood 

[342]; J. Whitham [388]. 

В контексте тематики данной диссертационной работы из общего 

обширного ряда теоретических исследований по проблемам динамического 

деформирования цилиндрических упругих тел можно выделить многоаспектное 

направление, посвященное анализу специфики и закономерностей 

распространения стационарных волн деформаций в цилиндрических объектах – 

волноводах с различными особенностями в физико-механических и 

геометрических свойствах на базе использования пространственных моделей 

изучаемых волновых процессов. В историческом аспекте, исходными по данному 

направлению принято считать работы L. Pochhammer [339], C. Chree [247], в 

которых представлены получение и первоначальное исследование 

дисперсионного соотношения для продольно-сдвиговых нормальных упругих 

волн протяженных изотропных цилиндров кругового и концентрического 

кольцевого сечения со свободными боковыми поверхностями. В последующем, 

вплоть до шестидесятых – семидесятых годов минувшего столетия были 

последовательно выполнены исследования, посвященные различным аспектам 

анализа уравнений Похгаммера-Кри и отраженные в работах J. Adem [205]; 

C.W. Curtis [248]; G.S. Field [264 - 266]; W.A. Green [271]; A.H. Holden [274]; 

G.E. Hudson [281]; J.R. Hutchinson, C.M. Percival [283]; H.D. McNiven, D.C. Perry 

[309]; McNiven, J.J. McCoy [310]; H.D. McNiven [311]; T.R. Meeker, A.H. Meitzler 

[312]; A.H. Meitzler [313, 314]; R.D. Mindlin, H.D. McNiven [318]; H. Ohnabe, 

J.L. Nowinski [330]; J. Oliver [331]; M. Onoe, H.D. McNiven, R.D. Mindlin [332]; Y.–

H. Pao, R.D. Mindlin [335]; Y.–H. Pao [336]; R.N. Thurston [373]; J. Zemanek [394]. 

Более поздние исследования  по данной проблематике представлены в работах 
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A. Bostrom [233]; J.M. Carcione, G. Seriani [236]; F. Honarvar, E. Enjilela, 

A.N. Sinclair [277]; H. Hosseini-Toudeshky, M.R. Mofakhami, Sh. Hosseini Hashemi 

[279]; T. Mazuch [308]; D.E. Syresin, T.V. Zharnikov, V.V. Tyutekin [363]; G. Tang, 

X.M. Xu [365]; Y.M. Tsai [380]; K. Watanabe, R.G. Payton [385, 386], L. Zhang 

[397]. Эти исследования, в определенном смысле, касались классических 

вариантов постановки задачи о спектрах и свойствах нормальных упругих волн в 

изотропных цилиндрических телах кругового и концентрического кольцевого 

сечения, и их результатом явились систематизированные данные о структуре 

полных дисперсионных спектров осесимметричных и неосесимметричных 

нормальных волн с различными показателями изменяемости в окружном 

направлении, о топологии действительны, мнимых и комплексных 

дисперсионных кривых, об асимптотических свойствах мод бегущих нормальных 

волн в высокочастотном коротковолновом и низкочастотном длинноволновом 

диапазонах, о кинематических свойствах нормальных волн. Уместно 

подчеркнуть, что характеризуемые исследования стимулировались и на 

сегодняшний день во многом связаны с развитием наукоемких приложений, о чем 

свидетельствуют работы И.И. Артоболевского, Ю.И. Бобровницкого, 

М.Д. Генкина [8]; Э. Дьелесана, Д. Руайе [75]; Б.И. Капранова [95]; 

В.И. Речицкого [181]; О.Н. Петрищева [176]; В.Н. Чехова, В.А. Лушникова [193]; 

S.K. Datta, A.H. Sha [252]; S. Djili, F. Boubenider [255]; G.A. Holzapfel, R.W. Ogden 

[276]; Y. Jin, Deshuang Zhao, Y. Ying [284]; B.N. Pavlakovic [337]; H.J. Shin, 

M.J. Quarry, J.L. Rose [351]; R.N. Thurston [374]. В частности, в работах M. Cés, 

D. Royer, C. Prada [238]; Jérôme Laurent, Daniel Royer, Takasar Hussain, 

Faiz Ahmad, Claire Prada [297] представлен перспективный способ идентификации 

свойств материалов на основе анализа моды волн Лэмба в цилиндре, 

характеризующейся нулевой групповой скоростью. 

 Применительно к изотропным цилиндрам также углубленно исследовалась 

проблема описания комплексных ветвей дисперсионных спектров (мод краевых 

стоячих волн), что, в частности, отражают работы Г.Л. Комиссаровой [98]; 

П.Е. Краснушкина [107] и ряда других авторов. Следует отметить, что для 
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проблемы исследования спектров и свойств нормальных волн в цилиндрических 

волноводах по многим аспектам свойственна общность постановочных заданий и 

методов исследования с проблемами анализа закономерностей дисперсии упругих 

волн в волноводах иной геометрической формы – в полосе, слое, призматических 

телах и т.д., рассматривавшимися в работах Ю.И Бобровницкого [15 – 16, 18 - 19]; 

А.А. Бондаренко [24]; А.В. Наседкина [167, 168] и др. 

Последующий период в исследованиях спектров и свойств упругих волн в 

протяженных телах цилиндрической формы связан с переходом к анализу 

широкой серии моделей волноводов, в которых нашли отражение факторы 

усложнения деформационных свойств материалов в виде существенной 

механической анизотропии, неоднородности, нелинейности, начальных 

напряжений; факторы усложнения геометрической формы поперечных сечений; 

составная структура кусочно-однородных цилиндров; факторы контакта 

граничных поверхностей цилиндров с жидкостью и задание на этих поверхностях 

смешанных неклассических типов граничных условий. В ряду этих исследований, 

прежде всего, можно отметить работы, F. Honarvar, E. Enjilela, A.N. Sinclair, 

A. Mirnezami [278]; H.E. Keck, A.E. Armenäkas [288]; I. Mirsky [319]; посвященные 

получению и анализу дисперсионных соотношений для нормальных волн в 

трансверсально-изотропных цилиндрах с канонической круговой и кольцевой 

формой поперечных сечений. Волновые процессы в однородных цилиндрически-

ортотропных волноводах кругового сечения и волноводах более низких классов 

цилиндрической анизотропии, а также с учетом факторов сопряженных физико-

механических полей, исследовались в работах К.В. Медведева, В.М. Шульги, 

В.Ф. Корниенко, И.А. Ластивки [121]; Д.Л. Новицкого [170]; A.M. Abd–Alla, 

Fatimah Alshaikh [203]; F.–H. Chou, J.D. Achenbach [245]; S. Markus, D.J. Mead 

[302]; Michael Y. Shatalov, Arthur G. Every, Alfred S. Yenwong–Fai [350]; 

Alfred Sevidzem Yenwong-Fai [392]. Применительно к цилиндрически-

ортотропным волноводам концентрического кольцевого сечения в работах 

Е.И. Рамской, Н.А. Шульги [180]; Н.А. Шульги [195]; Н.А. Шульги, 

А.Я. Григоренко, Т.Л. Ефимовой [196] предложен оригинальный эффективный 
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аналитических подход, связанный с введением в рассмотрение вместо радиальных 

цилиндрических обобщенных кольцевых координат с последующим 

интегрированием уравнений стационарной динамики рассматриваемых 

цилиндров для осесимметричного и неосесимметричного случаев в степенных 

рядах по этой координате. Также ортотропные цилиндры концентрического 

кольцевого сечения рассматривались в работе C. Jolicoeur, A. Cardou [285]; 

F.G. Yuan, C.C. Hsieh [393]. Волновые процессы в однородных упругих 

цилиндрах с винтовой механической анизотропией (спирально ортотропных 

цилиндрах) исследовались в работах И.А. Панфилова, Ю.А. Устинова [171]; 

В.А. Ромащенко [182, 183]. 

Теоретические модели изотропных, трансверсально-изотропных и 

цилиндрически-ортотропных волноводов кругового и кольцевого сечения, 

окруженных жидкостью или содержащих жидкость во внутренних полостях, 

являлись предметом анализа в работах В.Т. Гринченко, Г.Л. Комиссаровой [65 – 

66, 69 – 71]; Г.Л. Комиссаровой [99, 100]; В.Н. Шульги, О.Н. Шульги [197]; 

F.Ahmad [207]; K. Baik, J. Jiang, T.G. Leighton [214]; M.J. Berliner, R. Solecki [224, 

225]; M.A. Biot [227]; Yuan–Fang Chou, Tzu–Huan Peng [246]; V. Dayal [253]; 

V.A. Del Grosso [254]; Andrew J.A. Hull [282]; Hegeon Kwun, Keith A. Bartels, 

Christopher Dynes [294]; L.D. Lafleur, F.D. Shields [295]; P.B. Nagy [325]; 

Ahmet Özbay [333]; N. Santatriniaina, F. Razafimahery, L. Rakotomanana [346]; 

R. Selvamani, P. Ponnusamy [347]; B. Shanker, C.N. Nath, S.A. Shah, P.M. Reddy 

[348]. Применительно к данным моделям исследовано качественное и 

количественное влияние фактора наличия жидкостной компоненты волноводов на 

трансформацию топологии и состава дисперсионных спектров, на особенности 

локализации волн из различных мод в высокочастотном коротковолновом 

диапазоне, на эффекты энергетического вытекания для нормальных волн. Волны 

в пьезоактивных полых цилиндрах, содержащих жидкость, исследовались в 

работе W. Larbi, J.–F. Deu [296]. Сходные подходы применяются в работах 

P. Ponnusamy, R. Selvamani [340] и для анализа процессов распространения 

локализованных упругих волн в цилиндрических волноводах, окруженных 
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деформируемой твердой средой.  

Волновые процессы в многослойных протяженных цилиндрических 

упругих и электроупругих телах, исследуемые в пространственной постановке и 

на основе уточненных оболочечных теорий явились предметом исследования в 

работах R. Ansari, F. Alisafaei, P. Ghaedi [211]; V. Birman [228]; M. D'ottavio, 

D. Ballhause, B. Kroplin, E. Carrera [256]; C.H. Huang, S.B. Dong [280]. 

Цилиндрические упругие волноводы с усложненной гладкой 

криволинейной либо полигональной геометрией поперечных сечений и 

искривлениями оси исследованы в работах А.Я. Григоренко [56]; V. Damljanovi, 

R.L. Weaver [250]; E. Khajeh, L. Breon, J.L Rose [290]; K. Nagaya [324]; 

G. Rosenfeld, J.B. Keller [344]; G. Rosenfeld, J.B. Keller [345]; J. Sun, Q. Xiao [360]; 

M. Venkatesan, P. Ponnusamy [384]. 

Одним из актуальных и требующих дальнейших исследований аспектом 

проблемы изучения спектров и свойств нормальных волн в цилиндрических 

волноводах с усложненными геометрическими и физико-механическими 

свойствами явился анализ асимптотических эффектов локализации и предельного 

поведения скоростей бегущих нормальных волн в высокочастотном 

коротковолновом и низкочастотном длинноволновом диапазонах. Эти вопросы, 

связанные с общей проблемой теории поверхностных волн на криволинейных 

границах деформируемых тел, являлись предметом рассмотрения в публикациях 

И.А. Викторова [38]; В.Т. Гринченко, Г.Л. Комиссаровой [67]; В.Т. Гринченко 

[68]; A. Bamberger, P. Joly, M. Kern [216]; D.M. Barnett [217]; S.V. Biryukov, 

Yu.V. Gulyaev, V.V. Krylov, V.P. Plessky [229]; A. Bostrom, A. Burden [231]; 

A.D. Burden [234, 235]; P. Chadwick, G.D. Smith [239]; Ia.A. Mindlin [317]; 

J. Tromp, F.A. Dahlen [379]; T.C.T. Ting [378]. Дальнейшие перспективные 

исследования в этом направлении связаны, в частности, с анализом 

существования в цилиндрических волноводах с усложненными свойствами 

специфических механизмов локализации нормальных упругих волн, описанных в 

работах О.П. Абрамовой, В.И. Сторожева, В.А. Шпака [1]; 

А.С. Космодамианского, В.И. Сторожева, В.А. Шпака [104]. 
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Эффекты учета начальных напряжений в упругих цилиндрических 

волноводах по различным аспектам, в том числе в связи с обратными задачами 

идентификации характеристик полей предварительных напряжений, 

анализируются в публикациях А.О. Ватульяна, В.О. Юрова [30, 32]; А.Н. Гузя, 

Ф.Г. Махорта, О.И. Гущи [72]; T. Kepceler [289]; A. Ozturk, S.D. Akbarov [334]. 

Спектры нормальных волн в упругих и вязкоупругих многослойных телах 

цилиндрической геометрии анализировались в публикациях H. Adnan, N.B. Nagy, 

P.B. Nagy [206]; K. Bhaskar, T.K. Varadan [226]; J. Mu [322]; A.H. Nayfeh, 

P.B. Nagy [327], I.K. Soldatos, J. Ye [356]. В работах А.Я. Григоренко, И.А. Лозы 

[57]; И.А. Лозы [111 – 115]; исследовались спектры и свойства связанных 

электроупругих волн в сплошных, полых и многослойных цилиндрах из 

пьезоактивных материалов с различными типами предварительной поляризации. 

В современных исследованиях в области волновой механики 

деформируемых сред рассматриваются также неклассические задачи 

распространения волн деформаций в объектах их специальных классов 

метаматериалов, обладающих уникальными акустическими свойствами. 

Исследования в данном направлении представлены в работах 

Ю.И. Бобровницкого [22, 23]. 

Особое внимание в последние десятилетия вызывают неклассические 

проблемы исследования спектров и свойств нормальных волн деформаций в 

протяженных цилиндрах из непрерывно-неоднородных (функционально-

градиентных) материалов, для которых способы изготовления, включая 

технологии 3-D печати, характеристики физико-механических свойств, 

теоретические модели деформирования с учетом и без учета начальных 

напряжений, детально характеризуются в публикациях Т.И. Белянковой, 

В.А. Лыжова [13]; А.В. Боровских [25, 26]; В.В. Калинчука, Т.И. Белянковой [93]; 

K.S. Al–Basyouni, S.R. Mahmoud, E.O. Alzahrani [208]; V.I. Alshits, H.O.K. Kirchner 

[210]; A. Bamberger, Y. Dermenjian, P. Joly [215]; A. Bostrom, M. Johansson, 

T. Svedberg [232]; M. Cavalcante, S. Marques, M.–J. Pindera [237]; H.-L. Dai, Y.-

N. Rao, T. Dai. [249]; X.-Q. Fang [260]; X.-Q. Fang, J.-X. Liu, X.-H. Wang, L.-
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L. Zhang [261]; X.-Q. Fang, J.-X. Liu, L.-L. Zhang, Y.-P. Kong [262]; Y. Miyamoto, 

W.A. Kaysser, B.H. Rabin, A. Kawasaki, R.G. Ford [263]; M. Gasik, N. Cherradi, 

A. Kawasaki [268]; M. Koizumi [291]; T. Nakamura, T. Wang, S. Sampath [326]; 

A.N. Norris, A.L. Shuvalov [329]; M. Shariyat, M. Khaghani, S.M.H. Lavasani [349]; 

X.S. Sun, Y. Chen, V.B.C. Tan, R.K. Jaiman, T.E. Tay [361]; K. Swaminathan, 

D.T. Naveenkumar, A.M. Zenkour, E. Carrera [362]; J.–Q. Tarn [368]; 

Y.M. Tarnopol’skii, V.L. Kulakov, D.D. Mungalov [370]; E.E. Theotokoglou, 

I.H. Stampouloglou [372]; N. Tutanku [381]; I. Tsukrov, B. Drach, T.S. Gross [383]; 

G.J. Weng [387]; Y.Y. Yang [391]; G.M. Zhang, R.C. Batra [396]. Начатые в 

последний период исследования по неклассическим проблемам распространения 

волн в цилиндрических волноводах на базе моделей данного типа представлены в 

нескольких циклах опубликованных работ. Так, в работах А.Я. Григоренко, 

И.А. Лозы [58]; А.Я. Григоренко [59]; А.Я. Григоренко, Т.Л. Ефимовой, 

Ю.А. Коротких [60]; И.А. Лозы [116] теоретические исследования по проблемам 

динамики функционально-градиентных упругих и электроупругих радиально-

неоднородных цилиндров осуществлены на основе разработки и применения 

специализированных модификаций прямых разностных численных методов 

интегрирования соответствующих краевых задач. Аналитические подходы к 

исследованию краевых задач динамики неоднородных изотропных и 

цилиндрически-ортотропных функционально-градиентных цилиндров кругового 

и концентрического кольцевого сечения, в том числе при дополнительном учете 

факторов демпфирования и пористости материалов, представлены в публикациях 

А.О. Ватульяна, А.В. Моргуновой [29]; А.О. Ватульяна, В.О. Юрова [33]; 

А.О. Ватульян, С.А. Нестерова [34];А.О. Ватульяна, В.С. Кондратьева [35]; 

A.M. Abd–Alla, T.A. Nofal, A.M. Farhan [199]; A.M Abd–Alla, A.M. Farhan [200]; 

A.M. Abd–Alla, S.R. Mahmoud, N.A. AL–Shehri [201]; A.M. Abd–Alla, 

S.R. Mahmoud [202]; C. Baron [218, 219]; L. Elmaimouni, J.E. Lefebvre, V Zhang., 

T. Gryba [257]; M. El–Raheb [258]; X. Han, G.R. Liu, Z.C. Xi, K.Y. Lam [272]. В 

работе А.О. Ватульяна, О.Б. Домбровой, В.Е. Жирова [28] рассматривается 

проблема определения неоднородной поляризации для электроупругого стержня. 
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Вопросы методологии решения обратных задач идентификации характеристик 

функционально-градиентных материалов рассматриваются в работе 

А.О. Ватульяна, С.А. Нестерова [31]. Анализ пространственных колебательных 

процессов в содержащей жидкость ортотропной цилиндрической оболочке 

представлен в публикации W.Q. Chen, Z.G. Bian, H.J. Ding [244]. 

Можно также особо выделить работы J. Bodig, B.A. Jayne [230]; P. Gillis 

[269]; P.A. Martin, J.R. Berger [303 - 307], посвященные вопросам распространения 

упругих волн в цилиндрических объектах из древесины, рассматриваемой в 

моделях как материал, обладающий анизотропией и функционально-градиентный 

материал. В работах S.R. Mahmoud [300]; S.R. Mahmoud, M. Marin, K.S. Al–

Basyouni [301] данные о свойствах волн деформаций в функционально-

градиентных цилиндрических телах применяются в биомеханических 

приложениях для диагностики свойств сухих костей человека. 

Проблема анализа нормальных упругих волн в цилиндрических удлиненных 

телах с различными особенностями физико-механических свойств имеет также 

аспекты, связанные с описанием динамических деформационных процессов в 

волокнистых композиционных материалах и описываемые в работах 

J.N. Barshinger, J.L. Rose [220]; Y. Benveniste, G.J. Dvorak, T. Chen [223]; J. Chang, 

C. Zheng, Q.–Q. Ni [240]; T. Chen, G.J. Dvorac, G.J. Benveniste [241 – 243]; 

I.M. Daniel, O. Ishai [251]; E. Herve, A. Zaoui [273]. 

Важную роль для характеристики осуществляемых в настоящей работе 

исследований играют результаты анализа моделей деформирования 

цилиндрических тел из многослойных и функционально-градиентных материалов, 

модели и методы исследования волновых процессов в сопряженных физико-

механических полях, представленные в публикациях А.О. Ватульяна, 

А.Ю. Кирютенко, A.B. Наседкина [27]; M.H. Babaei, Zengtao Chen [213]; 

R.C. Batra, G.L. Iaccarino [221]; G.A. Kardomateas [286, 287]; L.P. Kollar, 

G.S. Springer [292]; C.T. Loy, K.Y. Lam, J.N. Reddy [298]; Vlado A. Lubarda [299]; 

G.J. Nie,·R.C. Batra [328]; J.L. Pelletier, S.S. Vel [338]; A.L. Shuvalov [352]; 

H. Singh, J.N. Sharma [355]; M. Tajuddin, S. Ahmed Shah [364]; J.–Q. Tarn [366]; J.–
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Q. Tarn, H.–H. Chang [369]; T.C.T. Ting [376, 377]; I. Tsukrov, B. Drach [382]; 

C.A. Zhang, S.V. Hoa [395]; X. Zhang, N. Hasebe [398]; S. Zhifei, Z. Taotao, 

X. Hongjun [399]. 

Специфика геометрии рассматриваемых в данной диссертационной работе 

волноводов, выражающаяся в наличии внешних и внутренних ребер на боковых 

поверхностях протяженных цилиндров с секторно-круговой и секторно-кольцевой 

геометрией сечений, является мотивом для реализации в ней углубленного 

детализированного анализа качественных эффектов возникновения, типологии и 

количественных параметров особенностей, формирующихся при распространении 

нормальных волн механических полей в окрестностях вершин указанных ребер. 

Осуществляемые в работе исследования в этом направлении базируются на 

подходах и результатах, представленных в публикациях О.К. Аксентян [3]; 

В.М. Александрова, Б.И. Сметанина, Б.В. Соболя [4]; Р.К. Алексаняна [6]; 

Л.П. Вовка [39 – 42, 45]; Л.П. Вовк, Б.В. Соболя [43, 44]; С.Х. Геворкяна [50]; 

В.Т. Гринченко, В.В. Мелешко [63]; А.И. Каландия [92]; В.А. Кондратьева [101]; 

С.Е. Михайлова [125]; A.H. England [259]; G.B. Sinclair [353, 354]; J.–Q. Tarn [367]; 

M.L. Williams [389, 390]. 

Представленные в диссертационной работе исследования посвящены также 

обобщению численно-аналитических подходов к анализу малых нелинейных 

ангармонических возмущений (вторых гармоник) для нормальных упругих волн в 

цилиндрических волноводах на класс трансверсально-изотропных материалов. 

Концептуально рассматриваемые модели геометрически- и физически-

нелинейного деформирования основываются на базовых положениях теории 

нелинейного динамического деформирования, описываемых в работах А. Грина, 

Дж. Адкинса [61]; Л.К. Зарембо, В.А. Красильникова [88]; Л.К. Зарембо, 

В.И. Тимошенко [89]; В.А. Красильникова, В.Е. Лямова [106]; А.Г. Куликовского, 

Е.И. Свешникова [108]; В.Е. Лямова [118]; Я.Я. Рущицкого [184]; M. Bednarik, 

M. Cervenka [222]. Разрабатываемая и апробируемая в диссертации методика 

анализа нелинейных ангармонических эффектов при распространении упругих 

волн вдоль трансверсально-изотропных цилиндров кругового сечения основана на 
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распространении и внесении новых элементов в подходы, описываемые 

применительно к изотропным цилиндрам в публикациях А.В. Елагина, 

В.И. Сторожева [76, 79, 81]; А.В. Елагина [77, 78, 80]; N. Sugimoto, M. Hirao [357]; 

N. Sugimoto, T. Makimoto [358]; N. Sugimoto [359]. 

В качестве одного из важных перспективных направлений использования 

полученных в настоящей работе результатов можно рассматривать развитие 

методов исследования задач динамики цилиндров конечных размеров на основе 

концепции рядов по базисным множествам бегущих и краевых стоячих 

нормальных волн (базисным системам динамических однородных решений). 

Общие принципиальные элементы разработки и применения таких подходов 

представлены, в частности, в работах Е.В. Алтухова, М.В. Фоменко [7]; 

И.П. Гетмана, Ю.А. Устинова [52]; А.С. Космодамианского, В.И. Сторожева [102, 

103]. Важнейшую роль для использования таких подходов имеют исследования 

ряда фундаментальных свойств систем динамических однородных решений, в том 

числе представленное в работе Ю.И. Бобровницкого [21] описание свойства 

взаимности в задачах об отражении и прохождении неоднородных нормальных 

упругих волн; анализ аналогичных исследованным в работах 

Ю.И. Бобровницкого [15, 19]; И.П. Гетмана, Ю.А. Устинова [52]; A.B. Наседкина 

[169] свойств обобщенной ортогональности представлений базисных нормальных 

волн, свойств полноты систем базисных нормальных волн, а также свойств 

регулярности и возможностей асимптотического анализа бесконечных систем 

линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов разложений 

по базисным нормальным волнам на основе методик, представленных в работах 

В.Т. Гринченко, В.В. Мелешко [62]; А.Д. Ляшко, В.Н. Чехова [119]; С.О. Папкова, 

В.Н. Чехова [172 – 174]; В.Н. Чехова, А.В. Пан [191, 192]. 

Построенные в работе представления для базисных нормальных волн 

перспективны и для использования в исследованиях по резонансам на 

неоднородных волнах (краевым резонансам) в полубесконечных цилиндрах с 

усложненными физико-механическими и геометрическими свойствами в рамках 

подходов, представленных в работах Ю.И. Бобровницкого [20]; В.Т. Гринченко, 
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В.В. Мелешко [64]; A. Holst, D. Vassiliev [275]. 

Таким образом, представленные в настоящем подразделе данные о 

состоянии выполненных теоретических разработок в области волновой механики 

цилиндрических деформируемых тел, позволяют сделать заключение об 

актуальности темы и научных заданий данной диссертационной работы, и 

обозначить место полученных в ней результатов в общей палитре исследований 

по разработке и применению теоретических численно-аналитических методов 

решения неклассических пространственных задач волновой механики 

протяженных деформируемых цилиндрических тел с усложненными 

геометрическими и физико-механическими свойствами. 

 

1.2. Линейная математическая модель волнового деформирования 

цилиндрических тел с усложненными физико-механическими свойствами 

 

Рассматривается задача разработки новых эффективных аналитических и 

численно-аналитических подходов для исследования взаимодействия нормальных 

волн деформаций в упругих волноводах цилиндрической формы с усложненными 

физико-механическими характеристиками материала волновода и наличием ребер 

геометрической сингулярности граничной поверхности волновода. 

Для исследуемых волновых процессов рассматриваются протяженные 

волноводы, поперечное сечение которых представляет собой круг (Рисунок 1.1) и 

круговой сектор (Рисунок 1.2) радиуса 1R , концентрическое круговое кольцо 

(Рисунок 1.3) и концентрический круговой кольцевой сектор (Рисунок 1.4) с 

внутренним и внешним радиусами соответственно 1R  и 2R , а также включающую 

точку начала координат конечную односвязную выпуклую область   с гладкой 

по Гельдеру границей [36] ( ) ( ) ( ) [ ]{ }1 2 1 1 2 2, , , 0,1x x x s x s sγ ϕ ϕ= = = ∈ , где 

( ) ( )1 10 1ϕ ϕ= , ( ) ( )2 20 1ϕ ϕ=  (Рисунок 1.5). Угловая мера сектора и кольцевого 

сектора в сечениях на Рисунках 1.2 и 1.4 имеет естественное ограничение 

0 2 2α π< < . 
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Рис. 1.5. 
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Нормирующий параметр для сплошных 

цилиндров (Рисунки 1.1, 1.2) задается 

соотношением * 1R R= , для криволинейных 

сплошных цилиндров (Рисунок 1.5) 

( )
1 2

2 2
* 1 2

( , )
sup

x x
R x x

γ∈
= + , а для цилиндров 

кольцевого сечения (Рисунки 1.3, 1.4) при 

построении целевых решениях оставляется 

произвол выбора *R , ограниченный 

условиями 

Рис. 1.1. 
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Рис. 1.2. 
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Рис.1.3. 
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Рис.1.4. 
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1 * 2R R R≤ ≤ ,     2 *2R R< ,                                       (1.1) 

и вводится безразмерный параметр 

{ }1 * 2 *max 1 , 1h R R R R= − −     ( )0 1h< < .                           (1.2) 

С учетом введенных нормировок в отнесенных к нормирующему параметру *R  

безразмерных цилиндрических координатах Or zθ  волноводы с поперечными 

сечениями, представленными на Рисунках 1.1 – 1.5 соответственно занимают 

области jV  ( )1,5j =  

[ ] [ ] ( ){ }1 0,1 , , , ,V r zθ π π= ∈ ∈ − ∈ −∞ ∞ ;                             (1.3) 

[ ] [ ] ( ){ }2 0,1 , , , ,V r zθ α α= ∈ ∈ − ∈ −∞ ∞ ;                             (1.4) 

[ ] [ ] ( ){ }3 1 * 2 *, ; , ; ,V r R R R R zθ π π= ∈ ∈ − ∈ −∞ ∞ , 

[ ] [ ] ( ){ }3 1 ,1 ; , ; ,V r h h zθ π π⊆ ∈ − + ∈ − ∈ −∞ ∞ ;                       (1.5) 

[ ] [ ] ( ){ }4 1 * 2 *, ; , ; ,V r R R R R zθ α α= ∈ ∈ − ∈ −∞ ∞ , 

[ ] [ ] ( ){ }4 1 ,1 ; , ; ,V r h h zθ α α⊆ ∈ − + ∈ − ∈ −∞ ∞ ;                    (1.6) 

( ) [ ] ( ){ }5 0, , , , ,V r zϕ θ θ π π= ∈ ∈ − ∈ −∞ ∞      ( ) ( )( )ϕ π ϕ π− =         (1.7) 

имеют граничные поверхности jG  ( )1,5j =  

(1)
1 1G G= ,    [ ] ( ){ }(1)

1 1, , , ,r zG θ π π= ∈ − ∈ −∞= ∞ ;                    (1.8) 

(1) ( ) ( )
2 2 2 2G G G G− += ∪ ∪ ,   [ ] ( ){ }(1)

2 1, , , ,r zG θ α α= ∈ − ∈ −∞= ∞ , 

[ ] ( ){ }( )
2 0,1 , , ,r zG θ α± ∈ = ± ∈ −∞= ∞ ;                             (1.9) 

(1) (2)
3 3 3G G G= ∪ , 

[ ] ( ){ }*
( )
3 , , , ,j

jr R R zG θ π π= ∈ − ∈ −∞= ∞    ( )1,2j = ;               (1.10) 

(1) (2) ( ) ( )
4 4 4 4 4G G G G G− += ∪ ∪ ∪ , 

[ ] ( ){ }*
( )
4 , , , ,j

jr R R zG θ α α= ∈ − ∈ −∞= ∞    ( )1,2j = , 

[ ] ( ){ }1 * 2 *
( )
4 , , , ,G r R R R R zθ α± ∈ = ± ∈ −∞= ∞ ;                     (1.11) 
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( ) [ ] ( ){ }5 , , , ,G r zϕ θ θ π π= = ∈ − ∈ −∞ ∞    ( ) ( )( )ϕ π ϕ π− = .           (1.12) 

Пространственная линейная математическая модель динамического 

напряженно-деформированного состояния упругих тел с усложненными физико-

механическими свойствами в системах нормированных безразмерных декартовых 

1 2 3Ox x x  и цилиндрических Or zθ  координат включает соответствующую систему 

дифференциальных уравнений движения 

( )2 2
1 11 2 12 3 13 * * 1 0tR c uσ σ σ ρ∂ + ∂ + ∂ − ∂ = , 

( )2 2
1 12 2 22 3 23 * * 2 0tR c uσ σ σ ρ∂ + ∂ + ∂ − ∂ = , 

( )2 2
1 13 2 23 3 33 * * 3 0tR c uσ σ σ ρ∂ + ∂ + ∂ − ∂ = ;                          (1.13) 

( ) ( )1 1 2 2
* * 0r rr r z rz rr t rr r R c uθ θ θθσ σ σ σ σ ρ− −∂ + ∂ + ∂ + − − ∂ = , 

( )1 1 2 2
* *2 0r r z z r tr r R c uθ θ θθ θ θ θσ σ σ σ ρ− −∂ + ∂ + ∂ + − ∂ = , 

( )1 1 2 2
* * 0r rz z z zz rz t zr r R c uθ θσ σ σ σ ρ− −∂ + ∂ + ∂ + − ∂ = ;                 (1.14) 

определяющие соотношения обобщенного линейного закона Гука в указанных 

системах координат для случаев трансверсально изотропного 

11 11 11 12 22 13 33c c cσ ε ε ε= + + ,     22 12 11 11 22 13 33c c cσ ε ε ε= + + , 

33 13 11 13 22 33 33c c cσ ε ε ε= + + , 

23 44 23cσ ε= ,    13 44 13cσ ε= ,    12 66 12cσ ε= ;                        (1.15) 

11 12 13rr rr zzc c cθθσ ε ε ε= + + ,     12 11 13rr zzc c cθθ θθσ ε ε ε= + + , 

13 13 33zz rr zzc c cθθσ ε ε ε= + + , 

44z zcθ θσ ε= ,    44rz rzcσ ε= ,    66r rcθ θσ ε= ;                        (1.16) 

прямолинейно ортотропного 

11 11 11 12 22 13 33c c cσ ε ε ε= + + ,     22 12 11 22 22 23 33c c cσ ε ε ε= + + , 

33 13 11 23 22 33 33c c cσ ε ε ε= + + , 

23 44 23cσ ε= ,   13 55 13cσ ε= ,    12 66 12cσ ε= ;                         (1.17) 

и цилиндрически ортотропного материала 
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11 12 13rr rr zzc c cθθσ ε ε ε= + + ,     12 22 23rr zzc c cθθ θθσ ε ε ε= + + , 

13 23 33zz rr zzc c cθθσ ε ε ε= + + , 

44z zcθ θσ ε= ,   55rz rzcσ ε= ,    66r rcθ θσ ε= ;                         (1.18) 

уравнения связи в соответствующей системе координат между компонентами 

тензора малых деформаций ( )11 22 33 23 13 12, , , , ,ε ε ε ε ε ε , ( ), , , , ,rr zz z rz rθθ θ θε ε ε ε ε ε  и 

отнесенными к нормирующему параметру *R  компонентами безразмерного 

вектора динамических упругих волновых перемещений ( )1 2 3, ,u u u , ( ), ,r zu u uθ  

11 1 1uε = ∂ ,    22 2 2uε = ∂ ,    33 3 3uε = ∂ , 

23 3 2 2 3u uε = ∂ + ∂ ,    13 3 1 1 3u uε = ∂ + ∂ ,    12 2 1 1 2u uε = ∂ + ∂ ;           (1.19) 

rr r ruε = ∂ ,    1 1
rr u r uθθ θ θε − −= + ∂ ,    zz z zuε = ∂ , 

1
z z zu r uθ θ θε −= ∂ + ∂ ,   rz z r r zu uε = ∂ + ∂ ,   ( )1 1

r r rr u r uθ θ θε − −= ∂ + ∂ − .   (1.20) 

Во введенных представлениях ( )11 22 33 23 13 12, , , , ,σ σ σ σ σ σ  и 

( ), , , , ,rr zz z rz rθθ θ θσ σ σ σ σ σ  – отнесенные к нормирующему параметру *c  

безразмерные характеристики напряженно-деформированного состояния на 

основных площадках соответственно декартовой и цилиндрической 

координатных систем; в представлениях (1.15), (1.16) 

( ){ }11 12 13 33 44 66 11 12, , , , , 2c c c c c c c c= −  – отнесенные к нормирующему параметру 

*c  модули упругости трансверсально-изотропного материала волновода; в 

представлениях (1.17) и (1.18) { }11 12 13 22 23 33 44 55 66, , , , , , , ,c c c c c c c c c  – отнесенные к 

нормирующему параметру *c  модули упругости соответственно прямолинейно и 

цилиндрически ортотропного материала; ρ  – плотность материала волновода; t  – 

время; j j∂ = ∂ ∂  ( ), , ,j r z tθ= ; j jx∂ = ∂ ∂  ( )1,3j = . 

Представленная модель включает различные комбинации однородных 

условий на гладких участках граничных поверхностей волноводов, в том числе: 

для волноводов с геометрией 1V  – условия свободной 

( ) 1, , 0rs r z Gθσ ∈ =   ( ), ,s r zθ=                                    (1.21) 



35 

либо жестко закрепленной 

( ) 1, , 0s r z Gu θ ∈ =   ( ), ,s r zθ=                                     (1.22) 

граничной поверхности; для волноводов с геометрией 2V  – условия, 

моделирующие нанесение на радиальные участки граничной поверхности 

абсолютно гибкого нерастяжимого покрытия 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2, , , , , , 0r zr z G r z G r z Gu u θθθ θ θσ± ± ±∈ ∈ ∈= = =                        (1.23) 

и условия свободного 

( ) (1)
2, , 0rs r z Gθσ ∈ =   ( ), ,s r zθ=                                     (1.24) 

либо жестко закрепленного 

( ) (1)
2, , 0s r z Gu θ ∈ =   ( ), ,s r zθ=                                      (1.25) 

цилиндрического участка граничной поверхности, а также условия свободных 

( ) ( )( ) (1)
2 2, , , , 0s rsr z G r z Gθ θ θσ σ±∈ ∈= =   ( ), ,s r zθ=                         (1.26) 

либо жестко закрепленных 

( ) 2, , 0s r z Gu θ ∈ =   ( ), ,s r zθ=                                       (1.27) 

всех участков граничной поверхности; для волноводов с геометрией 3V  – 

свободных 

( ) ( )
3, , 0jrs r z Gθσ ∈ =   ( ), , ; 1,2s r z jθ= =                               (1.28) 

либо жестко закрепленных 

( ) ( )
3, , 0js r z Gu θ ∈ =   ( ), , ; 1,2s r z jθ= =                                (1.29) 

обоих участков граничной поверхности; для  волноводов с геометрией 4V  – 

условия, моделирующие нанесение на радиальные участки граничной 

поверхности абсолютно гибкого нерастяжимого покрытия 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
4 4 4, , , , , , 0r zr z G r z G r z Gu u θθθ θ θσ± ± ±∈ ∈ ∈= = =                       (1.30) 

и условия свободных 

( ) ( )
4, , 0jrs r z Gθσ ∈ =   ( ), , ; 1,2s r z jθ= =                               (1.31) 
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либо жестко закрепленных 

( ) ( )
4, , 0js r z Gu θ ∈ =   ( ), , ; 1,2s r z jθ= =                                (1.32) 

обоих цилиндрических участков граничной поверхности; для волноводов с 

геометрией 5V  – свободной 

( )1 2 3 5, , 0ns x x x Gσ ∈ =   ( )1,2,3s =                                    (1.33) 

либо жестко закрепленной 

( )1 2 3 5, , 0s x x x Gu ∈ =   ( )1,2,3s =                                     (1.34) 

граничной поверхности. 

При постановке задач изучения волновых процессов в неоднородных 

волноводах с геометрией jV  ( )1,4j =  полагается, что материал волновода 

является функционально-неоднородным в радиальных направлениях по всем 

своим физико-механическим свойствам, а его плотность ρ  и нормированные 

модули упругости jpc  соответственно описываются представлениями 

( )( ),exp qf rλρ ρ=  ,    ( )( ),expjp jp qc c f rλ=  ,                       (1.35) 

где ( ),qf rλ  в случаях, представленных на Рисунках 1.1, 1.2 имеет вид 

( ),
q

qf r rλ λ= ,                                                  (1.36) 

а для Рисунков 1.3, 1.4 задается так 

( ) ( )( ), 1 q
qf r r hλ λ= − .                                          (1.37) 

Здесь λ  ( )λ ∈  и q  { }( )0q∈ ∪}  параметры, характеризующие соответственно 

относительный максимальный уровень и форму локализации в теле волновода 

радиальной неоднородности материала; ρ  и jpc  соответственно плотность и 

нормированные модули упругости однородного материала. 

На Рисунке 1.6 изображены графики функции ( ) ( )( ),exp qF r f rλ=  (1.36) 

для волноводов с поперечными сечениями, представленными на Рисунках 1.1 и 

1.2. Форма локализации неоднородности материала фиксировалась значением 
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Рис. 1.6. 
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6q = , а для параметра λ  выбирались значения ( )ln 1 2λ =  и ( )ln 3 2λ = , 

определяющие в зоне локализации у поверхности цилиндра соответственно 

уменьшение и увеличение на 50% физико-механических характеристик 

материала. 

Для волноводов с поперечными сечениями, 

представленными на Рисунках 1.3 и 1.4. графики 

функции ( ) ( )( ),exp qF r f rλ=  (1.37) изображены на 

Рисунках 1.7 (а – г) в случае 1 3R = , 2 5R = . 

Значения параметра λ  выбирались с целью 

ограничить относительный максимальный уровень 

изменения физико-механических характеристик 

материала в зоне локализации 50%. 
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Рис. 1.7. 

Для управления размещением зоны локализации в теле волновода значение 

нормирующего параметра *R  выбиралось так: * 1R R=  ( )2 3h = , 6q =  

(Рисунок 1.7 (а)); ( )* 1 2 2R R R= +  ( )1 4h = , 6q =  (Рисунок 1.7 (б)) и 7q =  

(Рисунок 1.7 (в)); * 2R R=  ( )2 5h = , 6q =  (Рисунок 1.7 (г)). 

В рамках представленной модели для исследуемых нормальных волн с 

круговой частотой ω , нормированным параметром *R  продольным волновым 
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числом k  ( )k ∈   и окружным волновым числом τ  ( )τ ∈  в матричной форме 

вводятся комплексные представления, которые в случае распространения волн 

вдоль оси Oz  в радиально неоднородных протяженных цилиндрах c геометрией 

jV  ( )1,4j =  имеют вид 

( ) ( )( ) ( ) ( )(
,

) ( )
1, , , exp qr z t f r i t i k z rλ
τ τθ δ ω θ− − +=U T U

 ,              (1.38) 

а в случае распространения волн вдоль оси 3Ox  в протяженных цилиндрах с 

геометрией 5V  записываются так: 

( ) ( ) ( )1 2 3 3 1 2, , , exp ,x x x t i t i k x x xω= − +U U .                       (1.39) 

Здесь δ  ( )δ ∈  – произвольный параметр; ( ), pf rλ  – функциональный закон 

радиальной неоднородности материала, задаваемый соотношениями (1.36) либо 

(1.37); ( ), , ,r z tθU  и ( )1 2 3, , ,x x x tU  – вектор-столбцы с безразмерными 

компонентами вектора упругих перемещений соответственно 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , T
r zr z t u r z t u r z t u r z tθθ θ θ θ=   U ,               (1.40) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3, , , , , , , , , , , , , , Tx x x t u x x x t u x x x t u x x x t =  U ;      (1.41) 

( )( ) rτU  и ( )1 2,x xU  – вектор-столбцы с элементами 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ( )) , ,
T

r zr u r u r u rττ τ
θ

τ  =  U    ,                            (1.42) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2, , , , , , Tx x u x x u x x u x x=   U    ;                     (1.43) 

( )( )
1
τ θT  – диагональная матрица, отличные от нуля элементы которой равны 

( ) ( )
1,

( )
1 1

cosτ θ τθ β  = + T ,    ( ) ( )
2,

( )
1 2

sinτ θ τθ β  = + T , 

( ) ( )
3,3

( )
1 cosiτ θ τθ β  = + T         { }( )0, 2β π∈ ,                      (1.44) 

где β  – параметр, задающий независимый тип симметрии волновых движений 

относительно плоскости 1 3Ox x , с выделением при 0β =  условно симметричных 

волн (волн S -типа) со свойствами 
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( ) ( ), , , , , ,r ru r z t u r z tθ θ− = ,    ( ) ( ), , , , , ,u r z t u r z tθ θθ θ− = − , 

( ) ( ), , , , , ,z zu r z t u r z tθ θ− =  

и при 2β π=  – условно антисимметричных волн (волн A -типа) со свойствами 

( ) ( ), , , , , ,r ru r z t u r z tθ θ− = − ,    ( ) ( ), , , , , ,u r z t u r z tθ θθ θ− = , 

( ) ( ), , , , , ,z zu r z t u r z tθ θ− = − . 

В приведенных соотношениях и далее: выделение жирным шрифтом 

применяется для обозначения матричных и векторных объектов; O  и Ô  – 

нулевые соответственно квадратная матрица и вектор-столбец; I  – единичная 

квадратная матрица; обозначения [ ] ,j pX  и [ ] jX  при ,j p∈}  используется для 

индексного доступа к элементам соответственно матричных и векторных 

объектов, а при j  либо p  заданных индексным диапазоном вида ..n m  или 

1 2( , ,..., )pn n n  – для определения соответственно подматрицы либо подвектора; 

операция [ ]  – для определения матричных и векторных объектов (формально 

[ ] ≡X X ); операция транспонирования TX ; операция комплексного сопряжения 

X ; операция обращения неособенной квадратной матрицы 1−X ; X  – 

мультипликативная согласованная эвклидова норма [49]. Применение скалярной 

функции или оператора к матричным или векторным объектам определяется как 

их применение к элементам указанных объектов. 

Экспериментальные и теоретические данные о физико-механических 

свойствах анизотропных материалов [110], рассматриваемые в различных 

разделах настоящей работы, заимствованы из публикаций [5, 14, 371, 375]. 
 

1.3. Нелинейная математическая модель волнового деформирования 

цилиндрических тел 
 

Рассматриваемая в работе модель нелинейного деформирования 

однородных трансверсально-изотропных цилиндров с учетом эффектов 

геометрической и физической нелинейности базируется на тензорной форме 
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представления функции упругого потенциала 

( ) ( )1 / 2 1 / 6jqlm jq lm jqlmnp jq lm npU c cε ε ε ε ε= +                     (1.45) 

с квадратичными членами по конечным деформациям 

( ) ( ), , , ,1 / 2jq j q q j p j p qu u u uε = + + .                              (1.46) 

Тензорные коэффициенты jqlmc  и jqlmnpc  в представлении (1.45) для поперечно-

изотропной среды выражаются через пять независимых упругих констант 

матричного типа 11c , 12c , 13c , 33c , 44c  второго порядка, а также девять 

независимых матрицы упругих постоянных матричного типа 111c , 112c , 113c , 123c , 

133c , 144c , 155c , 344c , 333c  третьего порядка [267]. Симметрия тензоров упругих 

постоянных второго и третьего порядка для трансверсально-изотропных 

материалов описана в работах [118, 267]. Компоненты тензоров упругих 

постоянных являются безразмерными характеристиками, отнесенными к 

нормирующему параметру *c . 

В нормированных цилиндрических координатах Or zθ  и нормированных 

прямоугольных декартовых координатах 1 2 3Ox x x , полученных из исходных 

отнесением координатных переменных линейной физической размерности к 

нормирующему параметру *R R= , цилиндр имеет единичный приведенный 

безразмерный радиус (Рисунок 1.8). 

 

Рис. 1.8. Геометрия рассматриваемого волновода. 
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Волновод занимает область 6V  

[ ] [ ] ( ){ } ( ){ }2
1

2 1 2
6 2 30,1 , 0,2 , , ( ) 1, ,V r z x x xθ π= ∈ ∈ ∈ −∞ ∞ = + ≤ ∈ −∞ ∞     (1.47) 

с граничной поверхностью 6G  

[ ] ( ){ } ( ){ }2
1

2 1 2
2 36 1, 0,2 , , ( ) 1, ,r z x xG xθ π= ∈ ∈ −∞ ∞ = + = ∈ −∞= ∞ .      (1.48) 

Представленная модель наряду с соотношениями (1.45), (1.46) включает в 

системах нормированных безразмерных декартовых 1 2 3Ox x x  и цилиндрических 

Or zθ  координат соответствующую систему дифференциальных уравнений 

движения (1.13) или (1.14), а также различные комбинации однородных 

граничных условий, в том числе условия свободной 

( ) 6, , 0rs r z Gθσ ∈ =   ( ), ,s r zθ=                                    (1.49) 

либо жестко закрепленной 

( ) 6, , 0s r z Gu θ ∈ =   ( ), ,s r zθ=                                      (1.50) 

граничной поверхности, а также условия, моделирующие нанесение на 

цилиндрическую граничную поверхность абсолютно гибкого нерастяжимого 

покрытия 

( ) ( ) ( )6 66 , , , ,, , 0z rrr z G r z Gr z Gu uθ θ θθ σ∈ ∈∈ = = = .                        (1.51) 

 

Выводы к разделу 1 

 

1. На основании обзора публикаций по тематике диссертационной работы 

дана характеристика актуальности проблемы исследования класса задач волновой 

механики протяженных цилиндрических тел с усложненными геометрическими и 

физико-механическими свойствами, посвященных учету анизотропии и 

неоднородности, геометрической и физической нелинейности, секторно-круговой 

и секторно-кольцевой формы сечений с ребрами сингулярности, наличия 

жидкостного заполнения во внутренних полостях для нескольких типов условий 

на гладких участках граничной поверхности волновода. Охарактеризована 
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степень важности этих задач в теоретическом и прикладном отношении. 

Показано, что при наличии многочисленных исследований по различным 

аспектам распространения нормальных упругих волн в цилиндрических 

волноводах пространственной геометрии, проблемы учета различных сочетаний 

всего ряда перечисленных выше элементов неклассической постановки задач 

волновой механики цилиндрических деформируемых тел остаются открытыми. 

2. Дана линейная физико-механическая и математическая постановка 

краевых задач для протяженных цилиндрических волноводов с круговой, 

кольцевой, секторно-круговой, секторно-кольцевой и односвязной криволинейной 

формой поперечного сечения из функционально неоднородных трансверсально 

изотропных и цилиндрически ортотропных материалов, а также из однородных 

прямолинейно ортотропных материалов. 

3. Дана физико-механическая и математическая постановка краевых задач, 

описывающих малые нелинейные (ангармонические) волновые эффекты, при 

распространении нормальных упругих волн в трансверсально изотропных 

упругих цилиндрах. 
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РАЗДЕЛ 2 

ВОЛНЫ ДЕФОРМАЦИЙ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ И 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИ ОРТОТРОПНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ГРАДИЕНТНЫХ ЦИЛИНДРАХ КРУГОВОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

 

2.1. Интегрирование уравнений волнового деформирования в случае 

трансверсально изотропного материала 

 

2.1.1. Сведение к задаче решения системы рекуррентных уравнений. 

Рассматривается цилиндрический волновод, занимающий в нормированной 

безразмерной цилиндрической системе координат Or zθ  область 1V  (1.3) с 

граничной поверхностью 1G  (1.8), имеющий в поперечном сечении форму круга 

(Рисунок 1.1). Функциональный закон радиальной неоднородности 

трансверсально изотропного материала имеет вид (1.35), (1.36). Математическая 

модель включает уравнения (1.14), (1.16) и (1.20), условия на граничной 

поверхности (1.21) или (1.22), а также представления для безразмерных 

компонент вектора упругих перемещений (1.38), (1.40), (1.42), (1.44) в которых на 

окружное волновое число τ  из геометрических соображений накладываются 

ограничения вида τ ∈ . Таким образом, в рассматриваемом волноводе с учетом 

представлений (1.38) подлежат независимому исследованию осесимметричные 

продольно-сдвиговые ( 0τ = , 0β = ) и крутильные ( 0τ = , 2β π= ) волны, а также 

неосесимметричные волны (τ ∈ , 0β = ). В последнем случае варианты 0β =  и 

2β π=  эквивалентны с точностью до поворота цилиндрической системы 

координат в плоскости ( )rθ  на угол ( )2π τ . 

На основании соотношений (1.20), (1.38), (1.40), (1.42), (1.44) в матричной 

форме получаются комплексные представления 

( ) ( )( ) ( ) ( )(
,

) ( )
2, , , exp qr z t f r i t i k z rλ
τ τθ δ ω θ− − +=E T E

 ,                (2.1) 

где ( ), , ,r z tθE  – вектор-столбец с компонентами тензора упругих деформаций 
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( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , ,rr zzr z t r z t r z t r z tθθθ ε θ ε θ ε θ= E  

( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , T
z rz rr z t r z t r z tθ θε θ ε θ ε θ  ;                           (2.2) 

( )( ) rτE  – вектор-столбец с элементами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,
T

rr zz rzz rr r r r r r rτ τ ττ τ τ τ
θθ θ θε ε ε ε ε ε =  E       ;           (2.3) 

( )( )
2
τ θT  – диагональная матрица, отличные от нуля элементы которой равны 

( ) ( )
,

( )
2 cos

j j
τ θ τθ β  = + T    ( )1,3j = ,     ( ) ( )

4,4
( )
2 siniτ θ τθ β  = + T , 

( ) ( )
5,5

( )
2 cosiτ θ τθ β  = + T ,     ( ) ( )

6,
( )
2 6

sinτ θ τθ β  = + T .               (2.4) 

Получаются также в матричной форме дифференциальные соотношения связи 

между векторами ( )( ) rτU  и ( )( ) rτE  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1r r rττ τ=E M U 

 ,                                        (2.5) 

где ( )( )
1 rτM  – матричный дифференциальный оператор, отличные от нуля 

элементы которого имеют вид 

( ) ( )( ) ( ) 1
1 11,1 5,3

q
rr r d qrτ τ δλ −   = = −   M M , 

( )( ) 1
1 2,1

r rτ −  = M ,     ( )( ) 1
1 2,2

r rτ τ −  = M ,     ( )( )
1 3,3

r kτ  = − M  , 

( ) ( )( ) ( )
1 14,2 5,1

r r kτ τ   = =   M M  ,    ( ) ( )( ) ( ) 1
1 14,3 6,1

r r rτ τ τ −   = = −   M M , 

( )( ) 1 1
1 6,2

q
rr d qr rτ δλ − −  = − − M .                                   (2.6) 

Здесь и далее rd d dr= . 

На основании соотношений обобщенного линейного закона Гука для случая 

трансверсально изотропного материала (1.16) и представлений (2.1) – (2.6) 

получаются комплексные выражения 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) (
2,

), , , exp 1 qr z t f r i t ikz rλ
τ τθ δ ω θ− − += TS S  ,              (2.7) 

где ( ), , ,r z tθS  – вектор-столбец с безразмерными компонентами тензора 

напряжений 
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( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , ,rr zzr z t r z t r z t r z tθθθ σ θ σ θ σ θ= S  

( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , T
z rz rr z t r z t r z tθ θσ θ σ θ σ θ  ;                          (2.8) 

( )( ) rτS  – вектор-столбец с элементами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,
T

rr zz rzz rr r r r r r rτ τ ττ τ τ τ
θθ θ θσ σ σ σ σ σ =  S       .           (2.9) 

Получается также в матричной форме дифференциальные соотношения связи 

между векторами ( )( ) rτU  и ( )( ) rτS  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
2r r rττ τ=S M U 

 ,                                       (2.10) 

где ( )( )
2 rτM  – матричный дифференциальный оператор, отличные от нуля 

элементы которого имеют вид 

( ) ( )( ) 1 1
11 122 1,1

q
rr c d qr c rτ δλ − −  = − + M   , 

( ) ( )( ) 1 1
12 112 2,1

q
rr c d qr c rτ δλ − −  = − + M   , 

( ) ( )( ) 1 1
132 3,1

q
rr c d qr rτ δλ − −  = − + M  , 

( )( ) 1
122 1,2

r c rτ τ −  = M  ,   ( )( ) 1
112 2,2

r c rτ τ −  = M  ,   ( )( ) 1
132 3,2

r c rτ τ −  = M  , 

( ) ( )( ) ( )
132 21,3 2,3

r r c kτ τ   = = −   M M 

 ,    ( )( )
332 3,3

r c kτ  = − M 

 , 

( ) ( )( ) ( )
442 24,2 5,1

r r c kτ τ   = =   M M 

 ,    ( )( ) 1
442 4,3

r c rτ τ −  = − M  , 

( ) ( )( ) 1
442 5,3

q
rr c d qrτ δλ −  = − M  ,   ( )( ) 1

662 6,1
r c rτ τ −  = − M  , 

( ) ( )( ) 1 1
662 6,2

q
rr c d qr rτ δλ − −  = − − M  .                             (2.11) 

Здесь и далее в случае трансверсально изотропного материала полагается, что 

( )66 11 12 2c c c= −   . 

С учетом соотношений (1.38), (1.40), (1.42), (1.44), (2.7) – (2.11) на 

основании системы дифференциальных уравнений движения (1.14) получается 

однородная система обыкновенных дифференциальных уравнений второго 

порядка с переменными коэффициентами следующего вида 
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( ) ( )( ) ( )
3

ˆr rτ τ =M U O

 ,                                           (2.12) 

где ( )( )
3 rτM  – матричный дифференциальный оператор с элементами 

( ) ( )( )( ) 2 2 2
11 11 1111 663 ,

1 1 2 q
r rr c r d c qr rd c cτ δ λ τ+ + −  = − − +M      

( ) ( )( )( )2 2 2
44 11 121 1q qk c r qr q r c cλ δ δ λ+ Ω − + − + − +

   , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
12 66 12 66 11 661,23 1q

rr c c rd qr c c c cτ τ λ δ δ+ + 
 −= − − +M       , 

( ) ( ) ( )( )( )1,
( )

13 44 13 443 3
1q

rr kr c c rd qr c cτ λ δ δ  =  − + + − −M 

    , 

( ) ( ) ( )( )( )( )
12 66 12 663 ,1 12 1 661q

rr c c rd qr c c c cτ τ λ δ δ− + −  −=  − + +M       , 

( ) ( )( )( )2,2
( ) 2 2 2

66 66 113 1 1 2 q
r rr c r d qr rd c cτ δ λ τ+ +  =  − − − +M     

( ) ( )( )2 2 2
44 661 1q qk c r qr q qr cλ δ δ δ λ+ Ω − − + + −

  , 

( ) ( ) ( )( ) ( )
13 443 32,3 3,2

r r k c c rτ τ τ   = =    +M M 

  , 

( ) ( )( ) ( )( )( )( )
13 43, 4 44 1313 1 1q

rr kr c c rd qr c cτ λ δ δ+ + + − −  = M 

    , 

( ) ( )( )( )( ) 2 2 2
44 443 3,3

1 1 2 q
r rr c r d qr rd cτ δ λ τ+ + − − +  = M    

( ) ( )( )2 2 2 2
33 441 1q qk c r q r r cδλ δ λ+ Ω − − + −

  .                    (2.13) 

Здесь 2 2 2
* *R cρωΩ =  . 

Ставится задача построения базисного набора частных решений уравнения 

(2.12). В качестве метода построения указанных решений используется подход, 

основанный на представлениях компонент искомых векторных решений 

обобщенными степенными рядами радиальной координаты. С учетом физической 

модели рассматриваемой задачи, а также структуры дифференциальных 

уравнений (2.12), для искомых решений вводятся матричные представления 

рядами с неопределенными векторными коэффициентами следующего вида 
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( ) ( )( ) ( , )
1

0

m
m

m
r r rτ η τ η

∞
+

=
= ∑U A X       ( , )

0 0τ η ≠X ,                      (2.14) 

с ограничениями на параметр η  

{ }1; 0η ∈ −   или ( )Re 0η > ,  если  ( , )
0 3

0τ η  = X , 

{ }0; 1η ∈   или  ( )Re 1η > ,  если  ( , )
0 3

0τ η  ≠ X                       (2.15) 

следующими из критериев ограниченности и непрерывности всех характеристик 

волновых полей при 0r = . Полагается, что ряд (2.14) сходится равномерно и 

абсолютно на любом конечном отрезке [ ]10,r r∈  ( )10 r< < ∞ . В представлении 

(2.14) ( )1 rA  – диагональная матрица, отличные от нуля элементы которой равны 

( ) ( )1 11,1 2,2
r r r= =      A A ,    ( )1 3,3

1r =  A ;                       (2.16) 

{ }( , )
0m m

τ η ∞

=
X  – зависящие от параметров η  и τ  искомые наборы векторных 

коэффициентов. Представление (2.14) с учетом соотношений (2.5) и (2.10) 

определяет вид разложений для векторов ( )( ) rτE  и ( )( ) rτS  

( ) ( ) ( )( ) ( , ,1) ( , )
2

0

m
m m

m
r r r rτ η τ η τ η

∞
+

=
= ∑E A H X , 

( ) ( ) ( )( ) ( , ,2) ( , )
2

0

m
m m

m
r r r rτ η τ η τ η

∞
+

=
= ∑S A H X ,                         (2.17) 

где ( )2 rA  – диагональная матрица, отличные от нуля элементы которой равны 

( )2 ,
1

j j
r =  A     ( )1,2,3,6j = ,     ( ) 1

2 ,j j
r r−=  A     ( )4,5j = ;       (2.18) 

( )( , , )p
m rτ ηH  ( )1,2p =  – прямоугольные матрицы, отличные от нуля элементы 

которых равны 

( )( , ,1)
1,1

1 q
m r qrτ η δλυ  = + − H ,    ( )( , ,1)

2,1
1m rτ η  = H ,    ( )( , ,1)

2,2m rτ η τ  = H , 

( )( , ,1)
3,3m r kτ η  = − H  ,     ( ) ( )( , ,1) ( , ,1) 2

4,2 5,1m mr r krτ η τ η   = =   H H  , 

( ) ( )( , ,1) ( , ,1)
4,3 6,1m mr rτ η τ η τ   = = −   H H , 
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( ) ( )( , ,1) ( , ,1)
5,3 6,2

q
m mr r qrτ η τ η δλυ   = = −   H H ; 

( ) ( )( , ,2)
11 121,1

1 q
m r qr c cτ η υ δλ  = + − + H   ,     ( )( , ,2)

121,2m r cτ η τ  = H  , 

( ) ( )( , ,2)
12 112,1

1 q
m r qr c cτ η υ δλ  = + − + H   ,     ( )( , ,2)

112,2m r cτ η τ  = H  , 

( ) ( )( , ,2)
133,1

2 q
m r qr cτ η υ δλ  = + − H  ,     ( )( , ,2)

133,2m r cτ η τ  = H  , 

( ) ( )( , ,2) ( , ,2)
131,3 2,3m mr r kcτ η τ η   = = −   H H 

 ,     ( )( , ,2)
333,3m r kcτ η  = − H 

 , 

( ) ( )( , ,2) ( , ,2) 2
444,2 5,1m mr r kr cτ η τ η   = =   H H 

 ,     ( )( , ,2)
444,3m r cτ η τ  = − H  , 

( ) ( )( , ,2)
445,3

q
m r qr cτ η υ δλ  = − H  ,     ( )( , ,2)

666,1m r cτ η τ  = − H  , 

( ) ( )( , ,2)
666,2

q
m r qr cτ η υ δλ  = − H  .                                (2.19) 

Здесь mυ η= + . 

В результате подстановки разложений (2.14) в уравнение (2.12) получается 

матричное функциональное уравнение 

( ( , )( , ,1) ( , ) ( , ,2) ( , ,3) ( , )
2

0

m
m m m m m qm

m
r τ ητ η τ η τ η τ η τ η

∞

−−
=

+ + +∑ Q X Q X Q X  

)( , ) ( , )( , ,4) ( , ,5)
2 2

ˆ
m mm q m q

τ η τ ητ η τ η
− − −+ + =Q X Q X O      [ )( )0,r∈ ∞ ,                  (2.20) 

в котором полагается, что 
( , ) ˆ
j
τ η =X O      ( )0j < . 

Из условия выполнения уравнения (2.20) при 0r =  получается уравнение для 

определения начального векторного коэффициента 
( , ,1) ( , )
0 0

ˆτ η τ η =Q X O .                                              (2.21) 

Условие нетривиальной разрешимости уравнения (2.21) 

( )( , ,1)
0det 0τ η =Q                                                (2.22) 

определяет допустимые значения параметра η . Функциональное уравнение (2.20) 

порождает также рекуррентные уравнения для определения последующих 
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векторных коэффициентов ( , )
m
τ ηX  ( )1,m = ∞  

( )( , ) ( , ) ( , )( , ,1) ( , ) ( , ,2) ( , ,3) ( , ) ( , ,4) ( , ,5)
2 2 2m m m m m q m mm m q m q

τ η τ η τ ητ η τ η τ η τ η τ η τ η τ η
−− − − −= − + + +Q X Q X Q X Q X Q X  

( )1,2,...m = .                                                   (2.23) 

Здесь ( , , )n
m
τ ηQ  ( )1,5n =  – квадратные матрицы, отличные от нуля элементы 

которых равны 

( )( , ,1) 2
11 661,1

2m c cτ η υ υ τ  = + − Q   ,    ( )( )( , ,1)
11 661,2

2m c cτ η τ υ υ  = − + Q   , 

( )( , ,1)
13 441,3m k c cτ η υ  = − + Q  

 ,    ( )( )( , ,1)
66 112,1

2m c cτ η τ υ υ  = − + Q   , 

( )( , ,1) 2
66 112,2

2m c cτ η υ υ τ  = + − Q   ,    ( )( , ,1)
13 442,3m k c cτ η τ  = + Q  

 , 

( )( , ,1) 2 2
443,3m cτ η τυ  = − Q  ,    ( , ,2) ( , ,2) 2 2

441,1 2,2m m k cτ η τ η   = = Ω −   Q Q 

 , 

( )( , ,2)
13 443,1m k c cτ η υ  = + Q 

  ,    ( )( , ,2)
13 443,2m k c cτ η τ  = + Q 

  , 

( , ,2) 2 2
333,3m k cτ η  = Ω − Q 

 ,    ( ) ( )( )( , ,3)
11 661,2

1 2m q c cτ η λ τ δ δ  = − − − Q   , 

( )( )( )( , ,3)
11 661,1

2 2 2 2m q q q c cτ η λ δυ υ  = − − − + + − Q   , 

( )( )( , ,3)
44 131,3

1m qk c cτ η λ δ δ  = − − Q 

  ,    ( )( )( , ,3)
11 662,1

1m q c cτ η λ τ δ δ  = − + Q   , 

( )( )( , ,3)
662,2

2 2m q q q cτ η λ δυ υ  = − − − + Q  , 

( )( )( , ,3)
443,3

2m q q q cτ η λ υ υδ  = − − + Q  ,    ( )( )( , ,4)
44 133,1

1m qk c cτ η λ δ δ  = − − Q 

  , 

( )( , ,5) 2 2
111,1

1m q cτ η δ δ λ  = − − Q  ,    ( )( , ,5) 2 2
662,2

1m q cτ η δ δ λ  = − − Q  , 

( )( , ,5) 2 2
443,3

1m q cτ η δ δ λ  = − − Q  .                             (2.24) 

2.1.2. Базисные решения в случае крутильных волн. Как уже отмечалось, 

осесимметричный случай ( )0τ =  подлежит отдельному рассмотрению. При 0τ =  

и 2β π=  представления (1.38), (2.1) и (2.7) с учетом (1.40), (2.2), (2.8) 

соответственно преобразуются к такому виду 
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( ) ( )( ) ( )( )
,, , exp TW
qu r z t f r i t ikz u rθ λ θδ ω− − += 

 , 

( ) ( )( ) ( ),
( ) ( )
2, , exp TW TW

qr z t f r i t ikz rλδ ω− − += T EE 
 , 

( ) ( ) ( )( ) ( ),
( ) ( )
2, , exp 1 TW TW

qr z t f r i t ikz rλδ ω− − += STS   ,              (2.25) 

где ( ), ,r z tE  и ( ), ,r z tS  – вектор-столбцы с ненулевыми компонентами тензоров 

соответственно упругих деформаций и безразмерных напряжений 

( ) ( ) ( ), , , , , , , T
z rr z t r z t r z tθ θε ε=   E , 

( ) ( ) ( ), , , , , , , T
z rr z t r z t r z tθ θσ σ=   S ;                              (2.26) 

( )( )TW rE  и ( )( )TW rS  – вектор-столбцы с элементами 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,
TTW TWTW

z rr r rθ θε ε =  E   , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,
TTW TWTW

z rr r rθ θσ σ =  S   ;                                (2.27) 

( )
2
TWT  – диагональная матрица, отличные от нуля элементы которой равны 

,
(
2 11

)TW i  = T ,     
,

(
2 2 2

) 1TW  = T .                                   (2.28) 

Из условия разрешимости (2.22) и уравнения (2.21), соответственно принявших 

вид 

( )(0, ,1)
660 2,2

2 0cη η η  = + = Q  ,     ( ) ( )
66 02 0TWc xη η + = ,               (2.29) 

с учетом ограничений (2.15) определяется единственное допустимое значение 

параметра 0η =  и соответствующее ему начальное значение ( )
0
TWx b= , где b  – 

произвольная постоянная. Тогда решение целевой задачи с учетом соотношений 

(2.25), (2.26) может быть представлено через базисные решения так: 

( ) ( )( ) ( , )TW TW Bu r bu rθ θ=  ,     ( ) ( )( ) ( , )TW TW Br b r=E E  , 

( ) ( )( ) ( , )TW TW Br b r=S S  ,                                         (2.30) 

где 

( )( , ) 1 ( )

0

TW B m TW
m

m
u r r xθ

∞
+

=
= ∑ , 



51 

( ) ( )( )( , ) ( ) ( ,1)
2

0

TWTW B m TW TW
m m

m
r r x r

∞

=
= ∑E A H , 

( ) ( )( )( , ) ( ) ( ,2)
2

0

TWTW B m TW TW
m m

m
r r x r

∞

=
= ∑S A H .                         (2.31) 

Здесь 

( )
2

( ,1)TW
m q

kr
r

m qrδλ

 
=  

−  
H



, 

( ) ( )
2

44( ,2)

66

TW
m q

kr c
r

m qr cδλ

 
 =
 − 

H






, 

( )
1

( )
2

0
0 1

TW rr
− 

=  
 

A ,                                           (2.32) 

а для определения ( )TW
mx  из рекуррентных уравнений (2.23) получаются явные 

рекуррентные представления 
( ) 0TW
mx =    ( )0m < ,     ( )

0 1TWx = , 

( ) ( )( ) ( ,1) ( ,2) ( ) ( ,3)
2 2

TW TWTW TW TW TW TW
m m m m q mm m qx w x w x w x−− −= + +      ( )1,2,...m = .       (2.33) 

В соотношениях (2.33) 

( )( )( ,1) 2
3 2TW

mw m mκ= − + , 

( )( ) ( )( )( ,2) 2 2 2TW
mw q m q m q m mλ δ= + − − + + , 

( ) ( )( )( ,3) 2 21 2TW
mw q m mδ δ λ= − + ;                               (2.34) 

( )2 2 2
3 44 66k c cκ = Ω −    .                                         (2.35) 

Следует отметить, что при m →∞  справедливы следующие асимптотические 

оценки для коэффициентов (2.34) из рекуррентных соотношений (2.33) 
( ,1) 2 2

3
TW

mw m κ−≈ − ,     ( )( ,2) 1 2 1TW
mw m qδ λ−≈ − , 

( )( ,3) 2 2 21TW
mw m qδ δ λ−≈ − , 

непосредственным следствием которых является абсолютная и равномерная 
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сходимость разложений в (2.31) на любом конечном отрезке [ ]0 1,r r r∈  

( )0 10 r r< < < ∞  [189]. 

В рассматриваемом случае крутильных волн в системе дифференциальных 

уравнений (2.12) остается одно уравнение 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2 2 2
31 1 2 1 1 1 0TWq q q

r rr d qr rd r qr q qr u rθδ λ κ λ δ δ δ λ+ + − + − − + + − = . 

(2.36) 

В частных случаях 0q =  (однородный материал), 1q =  и 2q =  (неоднородный 

материал) это уравнение имеет решение в специальных функциях. При 0q =  

уравнение (2.36) представляет собой классическое уравнение Бесселя [2] 

( ) ( )( )2 1 2 2
3 0TW

r rd r d r u rθκ− −+ + − = .                               (2.37) 

Следовательно, известные решения целевой задачи, выражающиеся через 

функции Бесселя ( )nJ z , с учетом (2.25), (2.26), (2.30), (2.35) допустимо 

представить через базисные решения, которые в этом случае выглядят так: 

( ) ( )( , ) ( )
3 0 2

TW B TWu r rθ κ  =  Y , 

( ) ( ) ( )( ,1) ( )( , )
0 0

TW TWTW B r r r=E P Y , 

( ) ( ) ( )( ,2) ( )( , )
0 0

TW TWTW B r r r=S P Y ,                                 (2.38) 

где 

3( ,1)
0 2 1

3 3

0

2
TW k

r

κ

κ κ −

 
=  

−  
P



,    3 44( ,2)
0 2 1

3 66 3 66

0

2
TW k c

c r c

κ

κ κ −

 
=  

−  
P





 

,           (2.39) 

( ) ( )
( )

0 3( )
0

1 3

TW J r
r

J r
κ
κ

 
=  
 

Y .                                         (2.40) 

При 1q =  ( )0λ ≠  уравнение (2.36) принимает вид 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 2 1 2
31 2 1 1 0TW

r rd r d r r u rθδ λ κ δ δ λ δ λ− − −+ − + + − − − + − = . 

(2.41) 

Рассматриваются два случая. Если 2 2
34λ κ≠ , то в уравнении (2.41) вводится 
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замена функции 

( ) ( )( )( ) ( )( ) exp 1 2TWu r r r f rθ δ λ= −  

с последующей заменой переменной r ξ γ= , где 

2 2
34λγ κ−= .                                               (2.42) 

В результате (2.41) преобразуется в уравнение Уиттекера [2] 

( )( ) ( )2 2 21 4 1 4 0d fξ ν ξ µ ξ ξ− + + − =                           (2.43) 

с параметрами 

( )3 2ν λ γ= − ,     1µ = .                                        (2.44) 

Общее решение уравнения (2.43) в области с точкой начала координат 

записывается через функцию Уиттекера ( ) ( ),f bMν µξ ξ= , где b  – произвольная 

постоянная. Таким образом, базисные решения целевой задачи с учетом 

представлений (2.25), (2.26), (2.30) в этом случае принимают такой вид 

( ) ( )( )( ) ( )( , ) ( )
1 1

exp 1 2TW B TWu r r r rθ δ λ  = −  Y , 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ,1) ( )( , )
1 1exp 1 2 TW TWTW B r r r r rδ λ= −E P Y , 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ,2) ( )( , )
1 1exp 1 2 TW TWTW B r r r r rδ λ= −S P Y ,              (2.45) 

где 

( )( ) ( )
( ,1)

1 1 1 1 1

0

1 3 3 12 2
TW

k

r rλγ γ λγ− − − −

 
 =

− − −  
P



, 

( )( ) ( )
44( ,2)

1 1 1 1 1
66 66

0

1 3 3 12 2
TW

kc

r c r cλγ γ λγ− − − −

 
 =

− − −  
P





 

, 

( ) ( )
( )

,( )
1

1,

TW M r
r

M r
ν µ

ν µ

γ
γ+

 
=  
 

Y .                                      (2.46) 

Параметры ν  и µ  в соотношении (2.46) определяются выражениями (2.42), (2.44). 

Если же 2 2
34λ κ= , то в уравнении (2.41) вводится такая замена функции 
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( ) ( )( ) ( )( ) exp 1 2TWu r r f rθ δ λ= −  

с последующей заменой переменной 2 6r ξ= . В результате (2.41) преобразуется 

в уравнение Бесселя [2] такого вида 

( ) ( )2 1 24 0d d fξ ξξ ξ λ ξ− −+ − − = .                                 (2.47) 

Значит, базисные решения целевой задачи с учетом представлений (2.25), (2.26), 

(2.30) в этом случае записывается так: 

( ) ( )( ) ( )( , )
2exp 1 2 6TW Bu r r J rθ δ λ λ= − − , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ,1) ( )( , )
1 1exp 1 2 TW TWTW B r r r rδ λ= −E P Y , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ,2) ( )( , )
1 1exp 1 2 TW TWTW B r r r rδ λ= −S P Y ,                   (2.48) 

где 

( ) ( )
( ,1)

1 1 1

2

2

6

4 4 6
TW

k k r

r r r

λ

λ λ λ− −

 − −
 =
 + − + − 

P
 

, 

( ) ( )
44 44( ,1)

1 1 1
66 66

2 6

4 62 4
TW

k c k c r

r c r c r

λ

λ λ λ− −

 − −
 =
 + − + − 

P
 

 

 

, 

( )
( )
( )

0( )
1

1

6

6
TW

J r
r

J r

λ

λ

 −
 =
 −  

Y .                                      (2.49) 

Здесь ( )nJ z  – функция Бесселя. 

При 2q =  ( )0λ ≠  уравнение (2.36) принимает следующий вид 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 2 2 2
32 1 2 4 1 2 1 2 0TW

r rd r r d r r u rθδ λ δ δ λ κ δ λ− −+ − + − − + − + − = . 

(2.50) 

После введения замены функции 

( ) ( )( )( ) ( )( ) 2exp 1 2TWu r r r f rθ δ λ= −  

с последующей заменой переменной r ξ λ= , уравнение (2.50) также 

преобразуется в уравнение Уиттекера (2.43) с параметрами 
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( )2
3 4 1κν λ= − ,     1 2µ = .                                    (2.51) 

Базисные решения целевой задачи с учетом представлений (2.25), (2.26), (2.30) в 

этом случае записываются так 

( ) ( )( )( ) ( )( , ) ( )2
2 1

exp 1 2TW B TWu r r r rθ δ λ  = −  Y , 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ,1) ( )( , ) 2
2 2exp 1 2 TW TWTW B r r r r rδ λ= −E P Y , 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ,2) ( )( , ) 2
2 2exp 1 2 TW TWTW B r r r r rδ λ= −S P Y ,               (2.52) 

где 

( ) ( ) ( )
( ,1)
2 1 1

0

2 1 2 1 2 1
TW k

r r rδλ ν ν− −

 
=  

− − + +  
P



, 

( ) ( )( ) ( )
44( ,2)

2 1 1
66 66

0

2 1 2 1 2 1
TW

kc

r r c r cδλ ν ν− −

 
 =

− − + +  
P





 

, 

( )
( )
( )

2
,( )

2 2
1,

TW
M r

r
M r

ν µ

ν µ

λ

λ+

 
 =
 
  

Y .                                     (2.53) 

Параметры ν  и µ  в соотношении (2.53) определяются выражениями (2.51). 

Следует отметить, что представления (2.45), (2.48) и (2.52) имеют общее 

место – при значении параметра 1 2δ =  они не содержат экспоненциальной 

составляющей. Этот факт может рассматриваться с позиций улучшения 

сходимости разложений в (2.31). Численный эксперимент, проводившийся с 

высокой точностью вычислений, подтвердил сделанное предположение. В 

качестве параметров jpc  использовались нормированные модули упругости 

трансверсально-изотропного материала Zn , а характеристики волнового процесса 

и относительный максимальный уровень локализации неоднородности задавались 

так: 2k = ; 1Ω = ; ( )ln 3 2λ = . В Таблицах 2.1 и 2.2 приведены порядки значений 

( )TW
mx  при значениях параметра q  соответственно 1q =  и 6q = . 
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Таблица 2.1. 

 0m =  20m =  40m =  60m =  80m =  100m =  

1δ = −  1 1410−  3810−  6610−  9710−  13010−  

0δ =  1 1710−   4210−  7210−  10510−  14010−  

1 2δ =  1 1710−  4410−  7510−  10910−  14510−  

1δ =  1 1610−  4110−  7110−  10410−  13910−  

2δ =  1 1410−  3810−  6510−  9610−  12910−  

Таблица 2.2. 

 0m =  20m =  40m =  60m =  80m =  100m =  

1δ = −  1 310−  610−  1110−  1410−  1810−  

0δ =  1 410−  910−  1410−  1810−  2410−  

1 2δ =  1 410−  910−  1410−  2010−  2710−  

1δ =  1 310−  710−  1110−  1610−  2210−  

2δ =  1 210−  510−  810−  1210−  1710−  

 

2.1.3. Базисные решения в случае продольно-сдвиговых волн. При 0τ =  

и 0β =  представления (1.38), (2.1) и (2.7) с учетом (1.40), (2.2), (2.8) 

соответственно приобретают такой вид 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1,, , exp LSW LSW

pr z t f r i t ikz rλδ ω= − − +U T U , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2,, , exp LSW LSW

pr z t f r i t ikz rλδ ω= − − +E T E , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ( )
,

)
2, , exp 1 LSW LSW

pr z t f r i t ikz rλδ ω= − − +S ST  ,            (2.54) 

где ( ), ,r z tU , ( ), ,r z tE  и ( ), ,r z tS  – вектор-столбцы с ненулевыми компонентами 

соответственно вектора безразмерных перемещений, тензоров упругих 

деформаций и безразмерных напряжений 
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( ) ( ) ( ), , , , , , , T
r zr z t u r z t u r z t=   U , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , T
rr zz rzr z t r z t r z t r z t r z tθθε ε ε ε=   E , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , T
rr zz rzr z t r z t r z t r z t r z tθθσ σ σ σ=   S ;            (2.55) 

( )( )LSW rU , ( )( )LSW rE  и ( )( )LSW rS  – вектор-столбцы с элементами 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),LSW LSW LS
r z

W T
r u r u r =  U 



 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ), , ,
T

rr zz r
LSWLSW LSW LSW S

z
L Wr r r r rθθε ε ε ε =  E     , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ), , ,
T

rr zz r
LSWLSW LSW LSW S

z
L Wr r r r rθθσ σ σ σ =  S     ;           (2.56) 

( )
1

LSWT  и ( )
2

LSWT  – диагональные матрицы, отличные от нуля элементы которых 

равны 
( )

1 1,1
1LSW  = T ,     ( )

1 2,2
LSW i  = T , 

( )
2 ,

1
j

LSW
j

  = T     ( )1,3j =  ,     ( )
4 42 ,

LSW i  = T .                     (2.57) 

Из условия разрешимости (2.22), принявшего вид 

( )(0, ,1) 3
11 440 (1,3),(1,3)

det 2 0c cη η η   = + =   
Q   ,                        (2.58) 

c учетом ограничений (2.15) определяются соответствующие кратному корню 

0η =  два допустимых одинаковых значения параметра 1 0η =  и 2 0η = , которым 

соответствуют различные векторные решения уравнения (2.21), с точностью до 

произвольного скалярного множителя записанные так 

1( , )
0

1
0

LSW η  
=  
 

X ,      2( , )
0

0
1

LSW η  
=  
 

X .                             (2.59) 

Поскольку 1 2η η=  с учетом соотношений (2.59) определяются матричные 

коэффициенты 

1 2( , ) ( , )( ) ,LSW LSWLS
m m

W
m

η η =  X X X      ( )1 2 0; 0,mη η= = = ∞ .          (2.60) 

Основываясь на представлениях (2.59), (2.60), а также на справедливости 
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соотношения 

( )(0, ,1) 3
11 44

(1,3),(1,3)
det 2 0j

m m m c cη   = + ≠   
Q        ( )1,2; 1j m= ≥ , 

рекуррентные уравнения (2.23) преобразуются в последовательность явных 

рекуррентных представлений следующего вида 
( )LS
m

W =X O     ( )0m < ,      ( )
0
LSW =X I , 

( ) ( ) ( )( ) ( ,1) ( ,2) ( ) ( ,3) ( ,4)
2 2 2

LSW LSW LSWLSW LSW LSW LSW
m m m m q m m

LSW LS
m

W
m q m q−− − − −= + + +X W X W X W X W X  

( )1,2,...m = .                                                   (2.61) 

Здесь ( , )LSW p
mW  ( )1,4p =  – матрицы второго порядка 

1
( , ) (0,0,1) (0,0, 1)

(1,3),(1,3) (1,3),(1,3)
LSW p p

m m m

−
+    = −     

W Q Q      ( )1,4p = ,      (2.62) 

отличные от нуля элементы которых равны 

( )( ) ( )( )( ,1) 2 2
13 13 44 44 11 441,1

2 2L
m

SW k c c c c m m c c  = − + −Ω + W 

      , 

( )( ) ( )( )( ,1) 2 2 2
13 44 33 11 441,2

2m
LSW k c c k c m m c c  = + −Ω + W  

     , 

( ) ( )( ,1)
13 44 442,1

S
m

L W k c c mc  = − + W 

   ,    ( ) ( )( ,1) 2 2 2
33 442,2

LSW
m k c m c  = −Ω W 

  , 

( )( ) ( )( )( ,2)
12 111,1

2 2 1 2LSW
m q q m q m c c m mλ δ  = − + − + − − + W   , 

( ) ( )( ) ( )( )( ,2) 2
13 44 111,2

2m
LSW qk m q q c m q q m c m m cλ δ δ δ δ  = − + + − + − + W 

   , 

( )( )( ,2) 2
2,2

2L
m

SW q m q q m mλ δ  = − + − W , 

( ) ( )( ) ( )( )( ,3) 2 2
13 44 33 44 11 441,1

1 2LSW
m q k c c c c m m c cλ δ δ  = + − − + W 

      , 

( )( )( ,3) 2
13 442,1

1 1W
m

LS q k c c mλ δ  = + − W 

  , 

( ) ( )( )( ,4) 2 2
1,1

1 2L
m

SW q m mλ δ δ  = − + W ,    ( )( ,4) 2 2 2
2,2

1L W
m

S q mλ δ δ  = − W  

( )( ) ( )( )( ,4) 2 2 2
13 44 111,2

1 2W
m

LS q k c c m m cλ δ δ  = − + + W 

   .           (2.63) 

Таким образом, решение целевой задачи с учетом соотношений (2.54), (2.55) 
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может быть представлено через базисные решения так: 

( ) ( )( ) ( , )LSW LSW Br r=U U B  ,     ( ) ( )( ) ( , )LSW LSW Br r=E E B  , 

( ) ( )( ) ( , )LSW LSW Br r=S S B  ,                                        (2.64) 

где B  – вектор-столбец второго порядка с произвольными постоянными 

компонентами; ( )( , )LSW B rU , ( )( , )LSW B rE  и ( )( , )LSW B rS  – матричные базисные 

решения следующего вида 

( ) ( )( )( , ) ( )
1

0

LSWB m
m

LSW LSW

m
r r r

∞

=
= ∑U A X , 

( ) ( ) ( )( )( , ) 1 ( )( , )
2

0

B m
m

LSWLSW LSW SW
m

m

Lr r r r
∞

=
= ∑E A H X , 

( ) ( ) ( )( )( , ) ( ,2) ( )
2

0

B m
m

LSWLSW LSW SW
m

m

Lr r r r
∞

=
= ∑S A H X .                  (2.65) 

Здесь ( )( )
p
LSW rA  ( )1,2p =  – диагональные матрицы, отличные от нуля элементы 

которых равны 

( )( )
1 1,1

LSW r r  = A ,     ( )( )
1 2,2

1LSW r  = A , 

( )( )
2 ,

1LSW
j j

r  = A     ( )1,3j = ,     ( )( ) 1
2 4,4
LSW r r−  = A ;                (2.66) 

( )( , )LSW p
m rH  ( )1,2p =  – прямоугольные матрицы размерности 4 2× , отличные от 

нуля элементы которых равны 
( ,1)

1,1
1S q

m
L W m qrδλ  = + − H ,     ( ,1)

2,1
1m

LSW  = H ,    ( ,1)
3,2

L W
m

S k  = − H  , 

( ,1) 2
4,1

LS
m

W kr  = H  ,     ( ,1)
4,2

qL W
m

S m qrδλ  = − H ; 

( ) ( )( ,2)
11 121,1

1L W q
m

S r m qr c cδλ  = + − + H   ,    ( )( ,2)
131,2

LSW
m r kc  = − H 

 , 

( ) ( )( ,2)
12 112,1

1L W q
m

S r m qr c cδλ  = + − + H   ,    ( )( ,2)
132,2

LSW
m r kc  = − H 

 , 

( ) ( )( ,2)
133,1

2L q
m

SW r m qr cδλ  = + − H  ,    ( )( ,2)
333,2

LSW
m r kc  = − H 

 , 
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( )( ,2) 2
444,1

LS
m

W r kc r  = H 

 ,     ( ) ( )( ,2)
444,2

S
m
L qW r m qr cδλ  = − H  .        (2.67) 

Поскольку при m →∞  справедливы следующие асимптотические оценки для 

норм матричных коэффициентов в рекуррентных представлениях (2.61) 

( )( ,1) 1
13 441LSW

m m k c c−≈ +W 

  ,    ( )( ,2) 1 2 1 2m
LSW m q λ δ−≈ −W , 

( )( )( ,3) 2
13 441 1S

m
L W m q k c cλ δ−≈ + −W 

  ,   ( )( ,4) 2 2 2 2 1m
LSW m qλ δ δ−≈ −W  

(2.68) 

следовательно, разложения в соотношениях (2.65) сходятся абсолютно и 

равномерно на любом конечном отрезке [ ]0 1,r r r∈  ( )0 10 r r< < < ∞  [189]. 

В рассматриваемом случае продольно-сдвиговых волн в системе 

дифференциальных уравнений (2.12) остаются два уравнения 

( ) ( )(0) ( )
3 (1,3),(1,3)

ˆLSWr r  =  UM O

    [ )( )0,r∈ ∞ . 

В частном случае 0q =  (однородный материал) эти уравнения имеют известное 

решение в функциях Бесселя. После введения замены функций 

( ) ( ) ( )( ) ,
T

r
LSW r k d r rϕ χϕ = − U                                 (2.69) 

система (2.68) порождает два независимых уравнения Бесселя относительно 

функции ( )rϕ  

( ) ( )2 1 2 0r r jd r d rκ ϕ−+ + =      ( )1,2j = ,                            (2.70) 

общее решение каждого из которых в области с точкой начала координат 

( ) ( )0j j jr b J rϕ κ=      ( )1,2j = ,                                  (2.71) 

где jb  произвольные постоянные, является решением системы (2.68). С учетом 

представления (2.69), принявшего вид 

( ) ( )
( )

0 1( )

0 21 2

0
0

rW rLS J rk d k dr
J r

κ
κχ χ

   
=    

− −   
BU 



 

, 

где B  вектор-столбец второго порядка с произвольными постоянными 

компонентами, а параметры jκ  и jχ  ( )1,2j =  определяются из соотношений 
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( ) ( )2
1 2 2 1 3 14 2d d d d dκ = − − ,     ( ) ( )2

2 2 2 1 3 14 2d d d d dκ = + − , 

( ) ( )2
11 1 13 44j j c b c cχ κ − +=        ( )1,2j = , 

41 4
2 2cb k= Ω −   ,     32 3

2 2cb k= Ω −   , 

111 44cd c=   ,    ( )22
44 11 13 442 1 2c c k cd b b c= + + +

    ,    13 2d b b= ,           (2.72) 

известные решения целевой задачи совместно с (2.54), (2.55), (2.64) представимы 

через базисные решения, которые выглядят так 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,0) ( ) ( ,0) ( )( , )
1 1 2 2,LSW LSW LSW LSWLS BW r r r r r =  U P Y P Y , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,1) ( ) ( ,1) ( )( , )
1 1 2 2,LSW LSW LSW LSWLS BW r r r r r =  E P Y P Y , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,2) ( ) ( ,2) ( )( , )
1 1 2 2,LSW LSW LSW LSWLS BW r r r r r =  S P Y P Y .          (2.73) 

Здесь 

( ,0) 0

0
L

j
S jW

j

kκ

χ

 −
=  

−  
P



,     

( )

2 1

1
( ,1)

2

0

0

0

j j

j
j

j

S

j

L

j

W

k k r

k r

k

k

κ κ

κ

χ

κ χ

−

−

 −
 
 −
 =
 
 
 − 

P

 







, 

( )
( )
( )

( )

2 1
13 11 66

2 1
13 12 66( ,2)

2
33 13

2
44

2

2

0

0

j j j

jL j j
j

j j

j

SW

j

k c c k r c

k c c k r c

k c c

k c

χ κ κ

χ κ κ

χ κ

κ χ

−

−

 −
 
 − − =  

− 
 

−  

P

 

  

 

  



 





   ( )1,2j = ;             (2.74) 

( )
( )
( )

0( )

1

LSW j
j

j

J r
r

J r

κ

κ

 
 =
 
 

Y    ( )1,2j = .                               (2.75) 

В рассматриваемом случае также проводился численный эксперимент с 

высокой точностью вычислений, подтвердивший оптимальность выбора значения 

параметра 1 2δ =  для ускорения сходимости разложений в представлениях (2.65). 
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Как и для крутильных волн, в качестве параметров jpc  использовались 

нормированные модули упругости трансверсально-изотропного материала Zn , а 

характеристики волнового процесса и относительный максимальный уровень 

локализации неоднородности материала цилиндра имели те же значения 2k = , 

1Ω =  и ( )ln 3 2λ = . В Таблицах 2.3 – 2.4 приведены порядки значений ( )
m
LSWX  

при тех же значениях параметров q  соответственно 1q =  и 6q = . 

Таблица 2.3. 

 0m =  20m =  40m =  60m =  80m =  100m =  

1δ = −  1 1410−  3810−  6610−  9710−  13010−  

0δ =  1 1510−   4010−  7010−  10310−  13710−  

1 2δ =  1 1610−  4210−  7210−  10610−  14210−  

1δ =  1 1510−  4010−  7010−  10310−  13710−  

2δ =  1 1410−  3710−  6510−  9610−  12910−  

Таблица 2.4. 

 0m =  20m =  40m =  60m =  80m =  100m =  

1δ = −  1 210−  510−  910−  1210−  1710−  

0δ =  1 310−  810−  1310−  1710−  2310−  

1 2δ =  1 310−  810−  1410−  1910−  2610−  

1δ =  1 210−  710−  1110−  1510−  2110−  

2δ =  1 110−  510−  810−  1110−  1610−  

 

2.1.4. Базисные решения в случае неосесимметричных волн. При τ ∈  

условие разрешимости (2.22) принимает вид 

( ) ( )(1..2),(1..2
( , ,1)

) 3,3
( , ,1) ( , ,1)

0 0 0det det det 0τ η τ η τ η    = =     
Q Q Q ,            (2.76) 

где 
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( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )

2
11 66 11 66 13 44

( , ,1) 2
66 11 66 11 13 440

2 2
44

2 2

2 2

0 0

c c c c k c c

c c c c k c c

c

τ η

η η τ τ η η η

τ η η η η τ τ

η τ

 + − − + − +
 
 = − + + − +
 
 − 

Q



     



     



, 

или 

( )( )( )(1..2),(1

2( , ,1)
.

2 2 2
11.2) 660d 2 0et c cτ η η τ η τ   =   −


+


− =Q   ;             (2.77) 

( ) ( )( , ,1) 2 2
4430 ,3

et 0d cτ η η τ  =  − =Q  .                                (2.78) 

Тогда c учетом ограничений (2.15) определяются два допустимых корня jη  

( )1,2j =  уравнения (2.77) и один допустимый корень 3η  уравнения (2.78) в виде 

1 2η τ= − ,     2η τ= ,     3η τ= .                                   (2.79) 

Соответствующие этим корням решения уравнения (2.21) с точностью до 

произвольного скалярного множителя записываются в таком виде 

1( , )
0

1
1

0

τ η
 
 = − 
  

X ,     
( )
( )2

66 11
( , )

11 660

2
2

0

c c
c cτ η

τ τ
τ τ
+ − 

 = + − 
  

X
 

  ,     
( ) ( )

3( , )
0

11 66 13 442

k

k
c c c c

τ η

 
 

= − 
 + +  

X





   

. 

(2.80) 

В случае jη η=  ( )2,3j =  рекуррентные уравнения (2.23) с учетом того, что 

( ) ( )( ) ( )( )( , ,1) 22
11 44 66det 2 2 2 1 0j

m m m m m c c cτ η τ τ= + + + + ≠Q       ( )1m ≥    (2.81) 

совместно с (2.80) преобразуются в явные рекуррентные представления для 

определения последующих векторных коэффициентов ( , )j
m
τ ηX  разложений (2.14) и 

(2.17). Указанные представления с учетом 
( , ) ˆj
m
τ η =X O      ( )0m <                                            (2.82) 

записываются в таком виде 
( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ,1) ( , ,2) ( , ) ( , ,3) ( , ,4)

2 2 2
j j jj j j j j j

m m m m q m mm m q m q
τ η τ η τ ητ η τ η τ η τ η τ η τ η

−− − − −= + + +X W X W X W X W X  

( )1,2,...m = ,     ( )2,3j = .                                       (2.83) 
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( ) 1( , , ) ( , ,1) ( , , 1)j j jp p
m m m
τ η τ η τ η− += −W Q Q     ( )1,4; 2,3p j= = .              (2.84) 

Поскольку для 1η η=  определитель системы линейных уравнений, 

порождаемой рекуррентными уравнениями (2.23), 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 22( , ,1)
11 44 66det 2 2 2 1m m m m m c c cτ η τ τ= − + + −Q                 (2.85) 

обращается в нуль при 2m = , следовательно, рекуррентные уравнения (2.23) для 

1η η=  требуют отдельного рассмотрения в случаях 1m = , 2m =  и 3m ≥ . С учетом 

соотношений (2.82) при 1m =  решение уравнений (2.23) сразу записывается так: 

( )1 1 1 1
1( , ) ( , ,1) ( , ,3) ( , )

1 1 1 1 q
τ η τ η τ η τ η−

−= −X Q Q X .                             (2.86) 

При 2m =  система линейных уравнений третьего порядка, соответствующая 

матричному уравнению из (2.23) 

1 1( , ,1) ( , )
2 2
τ η τ η =Q X Z ,                                             (2.87) 

где 

( )1 1 1 1 1 1( , ,2) ( , ) ( , ,3) ( , ) ( , ,5) ( , )
2 0 2 2 2 2 2q q
τ η τ η τ η τ η τ η τ η

− −= − + +Z Q X Q X Q X ,                 (2.88) 

имеет вырожденную матрицу 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )1

11 66 66 11 13 44
( , ,1)

11 66 66 11 13 442

2 2

2 2

0 0 0

c c c c k c c

c c c c k c cτ η

τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ

 + − − + − − +
 
 = − + − + − +
 
  

Q



     



       

характерной структуры 

1 1( , ,1) ( , ,1)
2 21, 2,

0
p p

τ η τ η   + =   Q Q      ( )1,3p = . 

Следовательно, условием существования решения уравнения (2.87) будет 

удовлетворение правой частью этого уравнения аналогичным структурным 

требованиям 

[ ] [ ]1 2 0+ =Z Z ,     [ ]3 0=Z ,                                       (2.89) 

при выполнении которых уравнение (2.87) имеет бесконечное множество 

решений, из которых в качестве искомого может быть выбрано любое, например, 
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с точностью до произвольного скалярного множителя записанное так 

[ ] [ ]1 1 1 1 1( , ) ( , ,1) ( , ,1) ( , ,1) ( , ,1)
2 2 2 2 21 11,2 1,1 1,1 1,2

, ,0
T

τ η τ η τ η τ η τ η           = − −               
X Z Q Q Z Q Q . 

(2.90) 

Здесь следует отметить, что условие (2.89) выполняется тождественно для 1q ≠  

( )1( , )
1
τ η ≡X O , а при 1q =  ( )1( , )

1
τ η ≠X O  это условие принимает вид 

[ ] [ ] ( )( ) ( )2 2 2
66 11 661 2 4 1 1 4 1 0c c cλ τ τ+ = − − − − =Z Z    ,     [ ]3 0≡Z . 

Таким образом, построение решения рекуррентных уравнений (2.23) при 1q =  в 

рамках рассматриваемой модели возможно только для 1τ = . С учетом этих 

ограничений, записанных в виде 

( ) ( ){ } { } { }( ), 1, 1 0\1qτ ∈ ∪ × ∪ 
,                                 (2.91) 

искомые решения уравнений (2.23) в случае 1η η=  определяются совместно с 

(2.80), (2.82), (2.86) и (2.90) из явных рекуррентных представлений 

1 1 11 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ,1) ( , ,2) ( , ) ( , ,3) ( , ,4)
2 2 2m m m m q m mm m q m q

τ η τ η τ ητ η τ η τ η τ η τ η τ η
−− − − −= + + +X W X W X W X W X  

( )3,4,...m = ,                                                  (2.92) 

где матрицы ( , , )j p
m
τ ηW  ( )1,4p =  определены в (2.84). Окончательно, решение 

целевой задачи с учетом ограничений (2.91) совместно с (1.38), (1.40), (2.1), (2.2), 

(2.7), (2.8), (2.14), (2.17) представимо через базисные решения так 

( ) ( )( ) ( , )Br rτ τ=U U B  ,    ( ) ( )( ) ( , )Br rτ τ=E E B  ,    ( ) ( )( ) ( , )Br rτ τ=S S B  ,    (2.93) 

где B  – вектор-столбец третьего порядка с произвольными компонентами; 

( )( , )B rτU , ( )( , )B rτE  и ( )( , )B rτS  – матричные базисные решения следующего вида 

( ) ( ) 3 31 1 2 2 ( , )( , ) ( , )( , )
1

0
, ,B m

m m m
m

r r r r r rη τ ηη τ η η τ ητ
∞

=

 =  ∑U A X X X , 

( ) ( ) ( )1 1 1( , ,1) ( , )( , )
2

0
,B m

m m
m

r r r r rη τ η τ ητ
∞

=

= ∑E A H X  

( ) ( )3 3 32 2 2 ( , ,1) ( , )( , ,1) ( , ) ,m m m mr r r rη τ η τ ηη τ η τ η 
H X H X , 
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( ) ( ) ( )1 1 1( , ,2) ( , )( , )
2

0
,B m

m m
m

r r r r rη τ η τ ητ
∞

=

= ∑S A H X  

( ) ( )3 3 32 2 2 ( , ,2) ( , )( , ,2) ( , ) ,m m m mr r r rη τ η τ ηη τ η τ η 
H X H X .                       (2.94) 

При этом справедливость следующих асимптотических оценок при m →∞  для 

норм матричных коэффициентов (2.84) в рекуррентных представлениях (2.83) и 

(2.92) 

( )( , ,1) 1
13 441j

m m k c cτ η −≈ +W 

  ,    ( )( , ,2) 1 3 1 2j
m m qτ η λ δ−≈ −W , 

( )( )( , ,3) 2
13 441 1j

m m q k c cτ η λ δ−≈ + −W 

  ,    ( )( , ,4) 2 2 2 3 1j
m m qτ η λ δ δ−≈ −W  

( )1,3j =                                                    (2.95) 

обеспечивает абсолютную и равномерную сходимость разложений в (2.94) на 

любом конечном отрезке [ ]0 1,r r r∈  ( )0 10 r r< < < ∞  [189]. 

В частном случаях 0q =  (однородный материал) система 

дифференциальных уравнений (2.12) имеет известное решение в функциях 

Бесселя. После введения замены функций 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1, ,
T

rr k d r k r r rτ ϕ τ ϕ χϕ− = − − U 


                        (2.96) 

система (2.12) порождает два независимых уравнения Бесселя относительно 

функции ( )rϕ  вида 

( ) ( )2 1 2 2 2 0r r jd r d r rτ κ ϕ− −+ − + =      ( )1,2j = ,                       (2.97) 

общее решение каждого из которых в области с точкой начала координат вида 

( ) ( )j j jr b J rτϕ κ=      ( )1,2j = ,                                   (2.98) 

где jb  произвольные постоянные, является решением системы (2.12). Тогда 

представление (2.96) может быть переписано в таком виде 

( ) ( )
( )

1 1( ) 1 1

2 2
1 2

0
0

r rk d k d
J r b

r k r k r
J r b

ττ

τ

κ
τ τ

κ
χ χ

− −

 
     

= − −     
    − −  

U

 


 

 .               (2.99) 
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Здесь параметры jκ  и jχ  ( )1,2j =  определяются из соотношений (2.72). После 

введения такой замены функций 

( ) ( ) ( )( ) 1 , ,0
T

rr r r d rτ τ ϕ ϕ− = − U                              (2.100) 

система (2.12) преобразуется в одно уравнение Бесселя 

( ) ( )2 1 2 2 2
3 0r rd r d r rτ κ ϕ− −+ − + = ,                             (2.101) 

общее решение которого в области с точкой начала координат 

( ) ( )3 3r b J rτϕ κ=                                              (2.102) 

также является решением системы (2.12). Здесь 3b  – произвольная постоянная; 

параметр 3κ  определяется из соотношения (2.35). Таким образом, окончательно 

известные решения целевой задачи совместно с представлениями (1.38), (1.40), 

(2.1), (2.2), (2.7), (2.8) и учетом соотношений (2.99), (2.102) представимы через 

базисные решения, которые выглядят так 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,0) ( ) ( ,0) ( ) ( ,0) ( )( , )
1 1 2 2 3 3, ,B r r r r r r rτ τ τ τ τ ττ  =  P Y P Y P YU , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,1) ( ) ( ,1) ( ) ( ,1) ( )( , )
1 1 2 2 3 3, ,B r r r r r r rτ τ τ τ τ ττ  =  P Y P Y P YE , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,2) ( ) ( ,2) ( ) ( ,2) ( )( , )
1 1 2 2 3 3, ,B r r r r r r rτ τ τ τ τ ττ  =  P Y P Y P YS ;     (2.103) 

 

1

( ,0) 1 0
0

j

j

j

k r k

k rτ

τ κ

τ
χ

−

−

 −
 
 = −
 
−  

P

 

     ( )1,2j = ,     

1

( ,0) 1
33

0

0 0

r

rτ

τ

τ κ

−

−

 
 

= − 
 
  

P , 

( )( )
( )

( )
( ) ( )

( )

2 2 1

2 1

( ,1)
2 1

2 1 2

2 1

1

1

0

0

2 1 2

j j

j

j
j

j

j j j

j

k r k r

k r k r

k

k r

k r k

k r k r

τ

τ τ κ κ

τ τ κ

χ

τ χ

τ χ κ χ

τ τ τκ

− −

− −

−

−

− −

 − −
 
 − − − 
 
 =  −
 
 − − − 
 

− −  

P

 

 





 

 

   ( )1,2j = , 
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( )
( )

( )( )

2 1
3

2 1
3

( ,1)
13

3
1

2 2 1
3 3

1

1
0 0

0

2 1 2

r r

r r

kr k

kr

r r

τ

τ τ τκ

τ τ τκ

τ κ

τ

κ τ τ κ

− −

− −

−

−

− −

 − −
 

− − 
 
 =  −
 
 
 

− − −  

P
 



, 

( )( )
( )( )

( )
( )
( ) ( )

( )

2 2 1
13 11 66 66

2 2 1
13 12 66 66

2
33 13( ,2)

2 1
44

2 1 2
44 44

2 1
66 66

2 1 2

2 1 2

0

0

2 1 2

j j j

j j j

j j
j

j

j j j

j

k c c c r k c r

k c c c r k c r

k c c

k c r

k c r k c

k c r k c r

τ

χ κ τ τ κ

χ κ τ τ κ

χ κ

τ χ

τ χ κ χ

τ τ τκ

− −

− −

−

−

− −

 − + −
 
 − − − − 
 

− 
=  

− 

 − − −

 − − 

P

 

   

 

   



 





 

 

 

 






   ( )1,2j = , 

( )
( )

( )( )

2 1
66 3 66

2 1
66 3

( ,2)
13

44 3 44
1

44
2 2 1
3 66 3 66

2 1 2

2 1 2
0 0

0

2 1 2

c r c r

c r r

kc r k c

kc r

r c c r

τ

τ τ τκ

τ τ τκ

τ κ

τ

κ τ τ κ

− −

− −

−

−

− −

 − −
 

− − 
 
 =  −
 
 
 

− − −  

P

 



 

 





 

;                           (2.104) 

( )
( )
( )

( )

1

j
j

j

J r
r

J r

ττ

τ

κ

κ+

 
 =
 
 

Y     ( )1,3j = .                            (2.105) 

 

2.2. Интегрирование уравнений волнового деформирования в случае 

цилиндрически ортотропного материала 

 

2.2.1. Сведение к задаче решения системы рекуррентных уравнений. 

Рассматривается, как и в случае трансверсально изотропного материала, 
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протяженный волновод, занимающий область 1V  (1.3) с граничной поверхностью 

1G  (1.8), имеющий в поперечном сечении форму круга (Рисунок 1.1). 

Функциональный закон радиальной неоднородности цилиндрически 

ортотропного материала задается соотношениями (1.35), (1.36). Математическая 

модель включает уравнения (1.14), (1.18) и (1.20), условия на граничной 

поверхности (1.21) или (1.22). Представления для безразмерных компонент 

вектора упругих перемещений имеют вид (1.38), (1.40) в которых на азимутальное 

волновое число τ  накладываются аналогичные ограничения вида τ ∈ . В 

рассматриваемом волноводе подлежат независимому исследованию 

осесимметричные продольно-сдвиговые ( 0τ = , 0β = ) и крутильные ( 0τ = , 

2β π= ) волны, а также неосесимметричные волны (τ ∈ , 0β = ). 

Сходство моделей в случаях трансверсально изотропного и цилиндрически 

ортотропного материалов волновода обеспечивает справедливость в 

рассматриваемом случае анизотропии определенных ранее соотношений (1.1) – 

(2.10), а отличные от нуля элементы матричного дифференциального оператора 

( )( )
2 rτM  в соотношениях связи (2.10) между векторами ( )( ) rτU  и ( )( ) rτS  в 

данном случае имеют такой вид 

( ) ( )( ) 1 1
11 122 1,1

q
rr c d qr c rτ δλ − −  = − + M   , 

( ) ( )( ) 1 1
12 222 2,1

q
rr c d qr c rτ δλ − −  = − + M   , 

( ) ( )( ) 1 1
13 232 3,1

q
rr c d qr c rτ δλ − −  = − + M   , 

( )( ) 1
122 1,2

r c rτ τ −  = M  ,   ( )( ) 1
222 2,2

r c rτ τ −  = M  ,   ( )( ) 1
232 3,2

r c rτ τ −  = M  , 

( )( )
132 1,3

r c kτ  = − M 

 ,    ( )( )
232 2,3

r c kτ  = − M 

 ,    ( )( )
332 3,3

r c kτ  = − M 

 , 

( )( )
442 4,2

r c kτ  = M 

 ,    ( )( ) 1
442 4,3

r c rτ τ −  = − M  , 

( )( )
552 5,1

r c kτ  = M 

 ,    ( ) ( )( ) 1
552 5,3

q
rr c d qrτ δλ −  = − M  , 

( )( ) 1
662 6,1

r c rτ τ −  = − M  ,    ( ) ( )( ) 1 1
662 6,2

q
rr c d qr rτ δλ − −  = − − M  .    (2.106) 
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С учетом указанных соотношений на основании системы дифференциальных 

уравнений движения (1.14) получается однородная система обыкновенных 

дифференциальных уравнений вида (2.12) с матричным дифференциальным 

оператором ( )( )
3 rτM  

( ) ( )( )( ) 2 2 2
11 11 2211 663 ,

1 1 2 q
r rr c r d c qr rd c cτ δ λ τ+ + −  = − − +M      

( ) ( )( )( )2 2 2
55 11 121 1q qk c r qr q r c cλ δ δ λ+ Ω − + − + − +

   , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
12 66 12 66 22 661,23 1q

rr c c rd qr c c c cτ τ λ δ δ+ + 
 −= − − +M       , 

( ) ( ) ( )( )( )1
( )

1,3 3 55 13 23 13 553 1q
rr kr c c rd c c qr c cτ λ δ δ  = − + + − + − −M 

      , 

( ) ( ) ( )( )( )( )
12 66 12 663 ,1 22 2 661q

rr c c rd qr c c c cτ τ λ δ δ− + −  −=  − + +M       , 

( ) ( )( )( )2,2
( ) 2 2 2

66 66 223 1 1 2 q
r rr c r d qr rd c cτ δ λ τ+ +  =  − − − +M     

( ) ( )( )2 2 2
44 661 1q qk c r qr q qr cλ δ δ δ λ+ Ω − − + + −

  , 

( ) ( ) ( )( ) ( )
23 443 32,3 3,2

r r k c c rτ τ τ   = =    +M M 

  , 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )3
( )

13,1 55 23 55 55 133 1q
rr kr c c rd c c qr c cτ λ δ δ+ + + +  = − −M 

      , 

( ) ( )( )( )( ) 2 2 2
55 443 3,3

1 1 2 q
r rr c r d qr rd cτ δ λ τ+ + − − +  = M    

( ) ( )( )2 2 2 2
33 551 1q qk c r q r r cδλ δ λ+ Ω − − + −

  .                     (2.107) 

С целью построения базисных решений указанной системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений для векторов ( )( ) rτU , ( )( ) rτE  и ( )( ) rτS  вводятся 

матричные представления обобщенными степенными рядами с неопределенными 

векторными коэффициентами соответственно (2.14), (2.17), а также ограничения 

на параметр η  вида (2.15). В рассматриваемом случае анизотропии матрицы 

( )( , ,1)
m rτ ηH  в представлениях (2.17) сохраняют свое значение, определяемое 

соотношениями (2.19), а отличные от нуля элементы прямоугольных матриц 

( )( , ,2)
m rτ ηH  в данном случае с учетом замены mυ η= +  равны 
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( ) ( )( , ,2)
11 121,1

1 q
m r qr c cτ η υ δλ  = + − + H   ,     ( )( , ,2)

121,2m r cτ η τ  = H  , 

( ) ( )( , ,2)
12 222,1

1 q
m r qr c cτ η υ δλ  = + − + H   ,     ( )( , ,2)

222,2m r cτ η τ  = H  , 

( ) ( )( , ,2)
13 233,1

1 q
m r qr c cτ η υ δλ  = + − + H   ,     ( )( , ,2)

233,2m r cτ η τ  = H  , 

( )( , ,2)
131,3m r kcτ η  = − H 

 ,    ( )( , ,2)
232,3m r kcτ η  = − H 

 ,    ( )( , ,2)
333,3m r kcτ η  = − H 

 , 

( )( , ,2) 2
444,2m r kr cτ η  = H 

 ,     ( )( , ,2)
444,3m r cτ η τ  = − H  , 

( )( , ,2) 2
555,1m r kr cτ η  = H 

 ,     ( ) ( )( , ,2)
555,3

q
m r qr cτ η υ δλ  = − H  , 

( )( , ,2)
666,1m r cτ η τ  = − H  ,     ( ) ( )( , ,2)

666,2
q

m r qr cτ η υ δλ  = − H  .          (2.108) 

При подстановке разложений (2.14) в уравнение (2.12) получается матричное 

функциональное уравнение вида (2.20), в результате решения которого находится 

условие разрешимости (2.22), определяющее допустимые значения параметра η , а 

также получаются соотношения для определения искомых коэффициентов ( , )
m
τ ηX , 

включающие уравнение для определения их начального значения (2.21) и 

рекуррентные уравнения для определения их последующих значений (2.23). 

Отличные от нуля элементы квадратных матриц ( , , )p
m
τ ηQ  ( )1,5p = , входящих в 

соотношения (2.20) – (2.23) в рассматриваемом случае анизотропии равны 

( )2( , ,1) 2
11 22 661,1

1m c c cτ η υ τ  = + − − Q    ,    ( )( )( , ,1)
12 22 661,2

1m c c cτ η υτ υ  = − +  +Q    , 

( )( )( , ,1)
23 13 551,3

1m k c c cτ η υ υ+  = − − Q   

 , 

( ) ( )( )( , ,1)
12 22 662,1

1 2m c c cτ η υ υτ  = − + ++ +Q    , 

( )( , ,1) 2
66 222,2

2m c cτ η υ υ τ  = + − Q   ,     ( )( , ,1)
23 442,3m k c cτ η τ  = + Q 

  , 

( , ,1) 2 2
55 443,3m c cτ η τυ  = − Q   ,   ( , ,2) 2 2

551,1m k cτ η  = Ω − Q 

 ,   ( , ,2) 2 2
442,2m k cτ η  = Ω − Q 

 , 

( )( )( , ,2)
13 23 553,1

1m k c c cτ η υ υ  = +− + Q 

   ,     ( )( , ,2)
23 443,2m k c cτ η τ  = + Q 

  , 
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( , ,2) 2 2
333,3m k cτ η  = Ω − Q 

 ,     ( )( )( , ,3)
12 661,2

1m q c cτ η λ τ δ δ  = − + Q   , 

( )( )( )( , ,3)
11 121,1

2 2 1m q q q c cτ η υλ δ υ  = − − − + + + Q   , 

( )( )( , ,3)
55 131,3

1m qk c cτ η λ δ δ  = − − Q 

  ,    ( )( )( , ,3)
12 662,1

1m q c cτ η λ τ δ δ  = + − Q   , 

( )( )( , ,3)
662,2

2 2m q q q cτ η λ δυ υ  = − − − + Q  , 

( )( )( , ,3)
553,3

2m q q q cτ η λ υ υδ  = − − + Q  ,    ( )( )( , ,4)
55 133,1

1m qk c cτ η λ δ δ  = − − Q 

  , 

( )( , ,5) 2 2
111,1

1m q cτ η δ δ λ  = − − Q  ,    ( )( , ,5) 2 2
662,2

1m q cτ η δ δ λ  = − − Q  , 

( )( , ,5) 2 2
553,3

1m q cτ η δ δ λ  = − − Q  .                                (2.109) 

2.2.2. Базисные решения в случае осесимметричных волн. В случае 

цилиндрически ортотропных материалов вся группа соотношений (2.25) – (2.53), 

полученная для крутильных волн в трансверсально изотропных цилиндрах 

остается неизменной, следовательно, указанные соотношения обеспечивают 

решение целевой задачи для указанного типа волн и в рассматриваемом случае 

анизотропии. В случае продольно-сдвиговых волн вид соотношений (2.54) – (2.57) 

остается справедливым, а из условия разрешимости (2.22), принявшего вид 

( )( )2(0, ,1) 2
11 22 550 (1,3),(1,3)

det 1 0c c cη η η   = + − =   
Q    ,                  (2.110) 

определяются два потенциально допустимые значения параметра η  

22 111 1c cη = −  ,     2 0η = .                                     (2.111) 

Параметру 1η  с учетом вытекающих из (2.15) ограничений на упругие модули 

однородного материала 

11 22c c≤                                                       (2.112) 

соответствует решение уравнения (2.21), записанное с точностью до 

произвольного скалярного множителя в виде 

[ ]1( , )
0 1,0 TLSW η =X .                                            (2.113) 

Поскольку при 11 22c c=   получается, что 1 2η η= , следовательно, отличное от 
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(2.113) второе решение уравнения (2.21), соответствующее 2η , в этом случае с 

точностью до произвольного скалярного множителя может быть построено 

только при выполнении дополнительных ограничений на упругие модули вида 

13 23c c=  . В результате получается 

[ ]2( , )
0 0,1 TLSW η =X ,     если     ( )11 22 13 23,c c c c= =    , 

( ) ( )2( , )
13 23 11 220 1,LS TW k c c c cη = − − X 

    ,    если    ( )11 22c c≠  .        (2.114) 

Далее вводится обозначение 

( ) ( )( )2 2(0, ,1)
11 22 55(1,3),(1,3)

det 1m m m m c c cη ηψ η η  = = + + + −   
Q    .      (2.115) 

Так, как 1 0m
ηψ ≠  ( )1m ≥ , следовательно, рекуррентные уравнения (2.23) при 

1η η=  преобразовываются в последовательность явных рекуррентных 

представлений ( )1j =  

( , )( , ) ( , ,1) ( , ,2) ( , )
2

jj j j jLSWLSW LSW LSW LSW
m m m m qm

ηη η η η
−−= + +X W X W X  

( , ) ( , )( , ,3) ( , ,4)
2 2

j jj jLSW LSWLSW LSW
m mm q m q

η ηη η
− − −+ +W X W X     ( )1,2,...m =           (2.116) 

для определения с учетом (2.113) искомых векторных коэффициентов 1( , )LSW
m

ηX . 

Здесь 
1

( , , ) (0, ,1) (0, , 1)

(1,3),(1,3) (1,3),(1,3)

j j jLSW p p
m m m

η η η
−

+    = −     
W Q Q   ( )1, ; 1,4m p= ∞ = ;  (2.117) 

( , )jLSW
m

η =X O    ( )0m < ;                                      (2.118) 

Поскольку в случае 

1η ∉ .                                                     (2.119) 

2 0m
ηψ ≠  ( )1m ≥ , следовательно, при выполнении (2.119) представления (2.116) – 

(2.119) остаются справедливыми и для 2j = . Необходимо отметить, что 

непосредственным следствием невыполнения условия (2.119) является 

вырожденность на 1m η=  шаге порождаемой рекуррентным уравнением (2.23) 

матрицы системы линейных уравнений 
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( )( ) ( )( )
2 11 13 23 55(0, ,1)

2(1,3),(1,3)

1 1

55

2 1

0
m

m m c k m c c mc

m c
η η η − + + − + − +

  =      
Q



   



. 

Таким образом, для существования возможного решения 

[ ]2
1

( , ) ,0 TLSW bη
η =X                                              (2.120) 

указанного рекуррентного уравнения в этом случае необходимо выполнение 

требования 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )(2) (3) (4) (5)
2 2 2

ˆLSW LSW LSW LSW
q q q

η η η η
η η η η η η η η− − − − −+ + + =B X B X B X B X O .     (2.121) 

В соотношениях (2.120), (2.121) b – произвольная постоянная; 

2
1 1

(0, , )( )
(1,3),(1,3)

pp η
η η

 =  B Q      ( )2,5p = .                            (2.122) 

Не трудно проверить, что требование (2.121) выполняется в случае 

1 2 1pη = −     и    { } 12 1 p
sq s =∉ −        ( )p∈ .                       (2.123) 

Окончательно, решение целевой задачи может быть представлено через 

базисные решения соотношениями (2.54), (2.55), (2.64) в которых ( )( , )LSW B rU , 

( )( , )LSW B rE  и ( )( , )LSW B rS  имеют следующий вид 

( ) ( ) 1 1 2 2( , ) ( , )( )( , )
1

0
,LSW LSWLSWLSW B m

m m
m

r r r r rη η η η
∞

=

 =  ∑U A X X , 

( ) ( ) ( )1 1 1( , ,1) ( , )( )( , )
2

0
,LSW LSWLSWVLSW B m

m m
m

r r r r rη η η
∞

=

= ∑E A H X  

( )2 2 2( , ,1) ( , )LSW LSW
m mr rη η η 

H X , 

( ) ( ) ( )1 1 1( , ,2) ( , )( )( , )
2

0
,LSW LSWLSWLSW B m

m m
m

r r r r rη η η
∞

=

= ∑S A H X  

( )2 2 2( , ,2) ( , )LSW LSW
m mr rη η η 

H X .                                   (2.124) 

Отличные от нуля элементы входящих в указанные соотношения прямоугольных 

матриц ( )( , , )LSW p
m rηH  ( )1,2p =  с учетом замены mυ η= +  имеют следующий вид 

( , ,1)
1,1

1LSW q
m qrη υ δλ  = + − H ,     ( , ,1)

2,1
1LSW

m
η  = H ,    ( , ,1)

3,2
LSW

m kη  = − H  , 
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( , ,1) 2
4,1

LSW
m krη  = H  ,     ( , ,1)

4,2
LSW q

m qrη υ δλ  = − H ; 

( ) ( )( , ,2)
11 121,1

1LSW q
m r qr c cη υ δλ  = + − + H   ,    ( )( , ,2)

131,2
LSW

m r kcη  = − H 

 , 

( ) ( )( , ,2)
12 222,1

1LSW q
m r qr c cη υ δλ  = + − + H   ,    ( )( , ,2)

232,2
LSW

m r kcη  = − H 

 , 

( ) ( )( , ,2)
13 233,1

1LSW q
m r qr c cη υ δλ  = + − + H   ,    ( )( , ,2)

333,2
LSW

m r kcη  = − H 

 , 

( )( , ,2) 2
554,1

LSW
m r kc rη  = H 

 ,     ( ) ( )( , ,2)
554,2

LSW q
m r qr cη υ δλ  = − H  .   (2.125) 

Поскольку при m →∞  справедливы следующие асимптотические оценки для 

норм матричных коэффициентов в рекуррентных представлениях (2.116) 

( )( ,1) 1
13 551LSW

m m k c c−≈ +W 

  ,    ( )( ,2) 1 2 1 2LSW
m m q λ δ−≈ −W , 

( )( )( ,3) 2
13 551 1LSW

m m q k c cλ δ−≈ + −W 

  ,    ( )( ,4) 2 2 2 2 1LSW
m m qλ δ δ−≈ −W , 

(2.126) 

следовательно, разложения в (2.124) сходятся абсолютно и равномерно на любом 

конечном отрезке [ ]1 2,r r r∈   ( )1 20 r r< < < ∞  [189]. 

2.2.3. Базисные решения в случае неосесимметричных волн. При τ ∈  

условие разрешимости (2.22) распадается на два независимых уравнения 

( ) ( )4 21 1 0a b gη η+ − + + = ,                                    (2.127) 

2 2
55 44 0c cη τ− =  ,                                             (2.128) 

где 

11 66c ca =   ,     ( )2
66 11 22c c cb τ ζ= + +   ,     ( )22

22 661g c cτ= −   , 

( )11 22 12 12 662c c c c cζ = − +     .                                     (2.129) 

Из четырех корней биквадратного уравнения (2.127) и двух корней квадратного 

уравнения (2.128) только три 

( ) ( )1 2 1b d aη = − − ,   ( ) ( )2 2 1b d aη = + − ,   3 44 55c cη τ=        (2.130) 

потенциально могут удовлетворять ограничениям (2.15) и, соответственно, 

порождать на основании уравнения (2.21) для физически непротиворечивого 
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решения исходной задачи начальные значения коэффициентов ( , )
0

jτ ηX  ( )1,3j =  

вида 

( )( )
( )

2

( , )
0

2 12 66

2 2
11 22 66

0

1

1j

j j

j

c c c

c c cτ η τ

τ η η

η

− + − 
 
 

=  
 
 
 

+ − −X

  

      ( )1,2j = ,    
[ ]
[ ]3

1
(1, )
0 2

1

η

 
 

=  
 
 

V

X V .      (2.131) 

Здесь 

3 3
1

( , ,1) ( , ,1)
0 0(1..2),(1..2) (1..2),3

τ η τ η
−

        = −
 

V Q Q .                      (2.132) 

В представлениях (2.130) 
2 4 24d b ag h s vτ τ= − = + + ,     2 2

11 22 664c c ch ζ= −    , 

( )( )66 11 22 11 22 662 4cs c c c c cζ= + +      ,    ( )22
66 11 22c cv c= −   .            (2.133) 

При 1τ =  соотношения (2.130), получающие существенно более простой 

вид 

1 1η = − ,    ( ) ( )( ) ( )2 22 11 66 12 12 66 11 661 2 1c c c c c c c cη = + + − + −        , 

3 44 55c cη =   ,                                              (2.134) 

обеспечивают возможность построения физически непротиворечивого решения 

исходной задачи в случае, когда выполняются ограничения 

( )12 66 11 66 22 122c c c c c c+ ≤ +      ,     55 44c c≤  .                        (2.135) 

При 2τ ≥  рассмотрению подлежат три варианта ограничений. Если 

выполняется условие 

12 66 11 222c c c c+ ≤    ,                                         (2.136) 

то справедливыми оказываются соотношения 0h ≥  и 0ζ > , а, значит, и 

соотношения 

0b > ,     0d > ,     b d≥ .                                      (2.137) 

Таким образом, при выполнении (2.136) во-первых, jη  ( )1,2j =  всегда 
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вещественные и различные, во-вторых, дополнительные ограничения на 

величины нормированных модулей упругости однородного цилиндрически 

ортотропного материала jpc , обеспечивающие возможность построения 

физически непротиворечивого решения исходной задачи будут иметь достаточно 

простой вид 

( ) ( )2 1b d a− ≥ ,     44 55 1c cτ ≥  .                              (2.138) 

С учетом соотношений (2.136), (2.137), ограничения (2.138) могут быть 

окончательно представлены так 

( )( ) ( )( )55 44 11 22 12 12 66 22 66max , 2 2c c c c c c c c c τ+ − + ≤         .           (2.139) 

Из (2.139), в частности, следует, что при выполнении условия (2.136) множество 

критических значений окружного волнового числа τ  при которых в рамках 

рассматриваемой модели физически непротиворечивое решение исходной задачи 

построить невозможно всегда конечно и, если не пустое, включает только его 

низшие значения. 

Если не выполняется (2.136), но выполняется условие 

11 22 12 66 11 22 122c c c c c c c< + ≤       ,                               (2.140) 

то справедливыми являются соотношения 0ζ ≥  и 0b > , а, значит, и соотношения 

0h < ,     0s > ,     0v ≥ .                                       (2.141) 

Поскольку дискриминант квадратного относительно 2p τ=  уравнения 

2 0hp sp v+ + =  

всегда остается положительным 

( )( )22 2
11 22 66 66 11 224 16 0s c c c c chv cζ− = + + >      , 

следовательно, в этом случае достаточными условиями, обеспечивающими 

возможность построения физически непротиворечивого решения исходной 

задачи, будут совместные с (2.140) ограничения (2.139) и 

( ) ( )2 4 2s s hv h τ+ − − > .                                  (2.142) 
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Условие (2.142), в частности, обеспечивает 0d > , а, значит, вещественность и 

несовпадение параметров jη  ( )1,2j = . При одновременном выполнении (2.140) и 

ограничения 0d <  

( ) ( )2 4 2s s hv h τ+ − − <                                    (2.143) 

окажутся справедливыми соотношения 

( ) ( )1 2Re Re 1η η= > − ,     ( ) ( )1 2Im Im 0η η= − ≠ ,                    (2.144) 

следовательно, совместные с (2.140), (2.143) ограничения, обеспечивающие 

возможность построения физически непротиворечивого решения исходной 

задачи, будут выглядеть так 

( ) ( )Re 2 1b d a + > 
 

,     2
55 44c c τ≤  .                         (2.145) 

Наконец в случае 

12 66 11 22 122c c c c c+ >                                             (2.146) 

вопрос о существовании физически непротиворечивого решения исходной задачи 

при 2τ ≥  сводится к прямой проверке, с одной стороны, удовлетворения 

поставляемых соотношениями (2.130) значений параметров jη  ( )1,3j =  условиям 

(2.15), с другой, выполнения требования 0d ≠  

( ) ( )2 4 2s s hv h τ+ − − ≠ .                                 (2.147) 

Здесь следует отметить, что, во-первых, применительно к представленным в 

литературе наборам упругих характеристик цилиндрически ортотропных 

материалов [196, 287, 361, 382, 383], а также для любых изотропных и 

трансверсально изотропных материалов справедливым является первое из 

рассмотренных ограничений на величины нормированных модулей упругости 

однородного цилиндрически ортотропного материала jpc  (2.136), во-вторых, 

существуют материалы [196], для которых рассматриваемая модель обеспечивает 

физически корректное решение для любых значений τ ∈ . 
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Наконец, после наложения на параметры jη  ( )1,3j =  вполне обоснованного 

дополнительного ограничения 

j pη η− ∉      ( )1,3; 1,3;j p j p= = ≠                            (2.148) 

из которого непосредственно следует, что 

( )( , ,1)det 0j
m
τ η ≠Q       ( )1,3; 1,j m= = ∞ ,                          (2.149) 

справедливым становится преобразование рекуррентных уравнений (2.23), из 

которых определяются искомые векторные коэффициенты ( , )j
m
τ ηX  ( )1,3j = , для 

всех jη η=  ( )1,3j =  в последовательность явных рекуррентных представлений 

(2.83), матричные коэффициенты ( , , )j p
m
τ ηW  ( )1,5p =  которого задаются 

соотношениями (2.84), а входящие в (2.84) матрицы ( , , )j p
m
τ ηQ  ( )1,5p =  

определяются в (2.109). 

Окончательно, решение целевой задачи с учетом рассмотренных групп 

ограничений на величины нормированных модулей упругости однородного 

цилиндрически ортотропного материала jpc  и круговое волновое число τ  

совместно с (1.38), (1.40), (2.1), (2.2), (2.7), (2.8), (2.93) определяются через 

матричные базисные решения ( )( , )B rτU , ( )( , )B rτE  и ( )( , )B rτS  представлениями 

(2.94) в которых прямоугольные матрицы ( )( , ,1)
m rτ ηH  и ( )( , ,2)

m rτ ηH  определяются 

соответственно соотношениями (2.19) и (2.108). 

Для норм матричных коэффициентов (2.84) в рекуррентных представлениях 

(2.83) асимптотические оценки при m →∞  в рассматриваемом случае 

анизотропии имеют вид 

( )( , ,1) 1
13 551j

m m k c cτ η −≈ +W 

  ,    ( )( , ,2) 1 3 1 2j
m m qτ η λ δ−≈ −W , 

( )( )( , ,3) 2
13 551 1j

m m q k c cτ η λ δ−≈ + −W 

  ,    ( )( , ,4) 2 2 2 3 1j
m m qτ η λ δ δ−≈ −W  

( )1,3j = ,                                                    (2.150) 
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следовательно, разложения в соотношениях (2.94) сходятся абсолютно и 

равномерно на любом конечном отрезке [ ]0 1,r r r∈  ( )0 10 r r< < < ∞  [189]. 

 

2.3. Получение дисперсионных соотношений 

 

Рассмотренные математические модели волновых процессов в протяженных 

цилиндрах кругового поперечного сечения из трансверсально изотропных и 

цилиндрически ортотропных материалов включают единые условия свободной 

(1.21) либо жестко закрепленной (1.22) граничной поверхности, которые с учетом 

представления решений целевой задачи через базисные решения порождают 

дисперсионное уравнение, определяющее спектр целевой задачи, а также 

уравнение для определения неизвестного векторного коэффициента B  

(продольно-сдвиговые и неосесимметричные волны). 

Для крутильных волн в обоих рассмотренных случаях анизотропии 

дисперсионные соотношения соответственно имеют вид 

( )( , )
2

1 0TW B  = S      либо     ( )( , ) 1 0TW Buθ = .                  (2.151) 

Входящие в (2.151) функции определены для общего случая { }0q∈ ∪  

соотношениями (2.31), а для частных случаев 0,1,2q =  также и соотношениями 

соответственно (2.38), (2.46), (2.51). 

В случае продольно-сдвиговых волн дисперсионные соотношения 

соответственно получает представление 

( )( , )
(1,4),(1..2)

det 1 0LSW B   =   
S      либо     ( )( )( , )det 1 0LSW B =U .   (2.152) 

Входящие в (2.152) матричные функции определены в случае трансверсально 

изотропных материалов в общем случае { }0q∈ ∪  соотношениями (2.65) и 

частном случае 0q =  также соотношениями (2.73), а для цилиндрически 

ортотропных материалов в общем случае { }0q∈ ∪  соотношениями (2.124). 

В случае неосесимметричных волн дисперсионные соотношения  

соответственно записываются так: 
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( )( , )
(1,5,6),(1..3)

det 1 0Bτ   =   
S      либо     ( )( )( , )det 1 0Bτ =U .       (2.153) 

Входящие в (2.153) матричные функции определяются в общем случае 

{ }0q∈ ∪  соотношениями (2.94) в которых прямоугольные матрицы ( )( , ,1)
m rτ ηH  

определяются соотношениями (2.19), матрицы ( )( , ,2)
m rτ ηH  определяются в случае 

трансверсально изотропных материалов соотношениями (2.19), а цилиндрически 

ортотропных материалов – соотношениями (2.108). В частном случае 0q =  для 

трансверсально изотропных материалов указанные матричные функции 

определяются также и соотношениями (2.103) – (2.105). 

Также следует отметить, что в случае крутильных волн специфика 

рассмотренного варианта закона радиальной неоднородности физико-

механических свойств материала волновода (1.35), (1.36) с учетом соотношений 

(2.34), (2.35), (2.38) – (2.40), (2.42), (2.44), (2.46), (2.49), (2.51), (2.53) и (2.151) 

влечет за собой, во-первых, характерную структуру спектра бегущих нормальных 

волн как множества кривых вида 

( ) ( )2( )( ) 2
66 443

jj k c c kκΩ = + 

   ( )1,j = ∞ ,                    (2.154) 

где значения ( )( )
66 3 , ,jc qκ λ δ  по физическому смыслу являются критическими 

частотами для мод волн указанного типа, во-вторых, неизменность предельных 

при k →∞  значений параметров скоростей объемных сдвиговых волн при любых 

значениях параметров λ , q  и δ , а, следовательно, и независимость 

асимптотического поведения мод нормальных волн кручения в высокочастотном 

коротковолновом диапазоне от этих параметров. 

 

2.4. Результаты численных экспериментов 

 

В рамках исследований, осуществляемых с использованием полученных в 

предыдущих подразделах теоретических результатов и направленных на описание 

эффектов влияния фактора неоднородности на спектры и кинематические 
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свойства нормальных волн в трансверсально-изотропных и ортотропных 

функционально-градиентных цилиндрических волноводах кругового сечения, в 

первую очередь проведен анализ влияния параметров радиальной 

неоднородности λ  ( )1q =  и механической анизотропии (0) (0)
44 66/c cη =  на 

спектральные характеристики и формы упругих колебательных перемещений uθ  

для нормальных волн кручения. При выборе в качестве нормирующего параметра 

* 66c c=   и введения обозначения ( )δ λ  для критических частот крутильных 

нормальных волн, дисперсионное соотношение (2.154) может быть записано в 

виде 

( ) ( )2 2, ,k kλ η δ λ ηΩ = +  .                                    (2.155) 

Данные анализа параметрических зависимостей ( )δ λ  в диапазонах [ 2.0,2.0]λ ∈ −  

для цилиндров с закрепленной и свободной от напряжений граничной 

поверхностью представлены, соответственно, на Рисунках 2.1-а и 2.1-б. 

  
а б 

Рис.2.1. 

Их анализ показывает, что в рассмотренном интервале изменения параметра 

неоднородности его влияние снижается по мере роста номера моды бегущих волн. 

Так, к примеру, рост значений (2.0)δ  по отношению к ( 2.0)δ −  составляет в 

случае первой моды спектра для свободного цилиндра 21.1%, в случае второй 

моды – 9.51%, а в случае пятой моды – лишь 2.72%. Для цилиндра с закрепленной 

граничной поверхностью это влияние оказывается более существенным, и 

вышеуказанные изменения составляют 52.55% для первой моды спектра, 17.18% 

для второй моды и 3.89% для пятой моды. 
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Различия в топологических картинах распределений пяти низших 

действительных ветвей спектров для закрепленных цилиндров с идентичными 

параметрами неоднородности 2.0λ =  и различающимися показателями 

механической анизотропии 1 / 3η =  и 3η =  соответственно характеризуют 

Рисунки 2.2-а и 2.2-б. На указанных рисунках и ниже полагается, что *a R= . 

  
а б 

Рис.2.2. 

Рассчитаны также описываемые радиальными распределениями 

( ) ( )
[ ]

( )( )0

0,1
,0,0 max ,0,0

r
u r u r u rθ θ θ

∈
=  нормализованные формы динамических 

перемещений uθ  для соответствующих началу периода волновых колебаний 

моментов времени в волнах первой и пятой мод спектров нормальных 

крутильных волн в цилиндрах с показателями неоднородности ( )2, 1qλ = − =  и 

( )2, 1qλ = = . Так, данные формы приведены на Рисунке 2.3-а для нормальных 

волн из первых мод спектров цилиндров с закрепленными боковыми 

поверхностями, а на Рисунке 2.3-б – для нормальных волн, принадлежащих 

пятым модам спектров цилиндров с данным типом краевых условий на граничной 

поверхности. 

  
а б 

Рис. 2.3. 
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Аналогичные распределения представлены на Рисунках 2.4-а и 2.4-б для 

цилиндров со свободными боковыми поверхностями. В частности, эти 

распределения характеризуют эффекты смещения зон с повышенными уровнями 

интенсивности волновых колебаний к боковой поверхностям для цилиндров со 

снижающимися  в радиальном направлении показателями жесткости и плотности 

( 2.0λ = − ) и эффекты локализации зон повышенных уровней колебательных 

перемещений в окрестности центра сечения для цилиндров с увеличивающимися 

в радиальном направлении физико-механическими характеристиками ( 2.0λ = ). С 

увеличением номера моды рассматриваемых волн степень выраженности 

указанных эффектов возрастает. 

  
а б 

Рис. 2.4. 

Осуществляемый анализ влияния факторов радиальной неоднородности λ  и 

степени механической анизотропии материала на спектры и свойства 

осесимметричных нормальных продольно-сдвиговых волн в функционально-

градиентных цилиндрах кругового сечения базируется на расчетах 

действительных ветвей ( ) ( )kaλΩ  спектров бегущих нормальных волн; на расчетах 

частотных распределений для фазовых скоростей ( ) ( )pV kaλ  бегущих нормальных 

волн, отнесенных к скорости осесимметричной волны кручения 

( ) ( ) ( )00 0
*44tV c cλ ρ= = 

 
 в радиально однородном ( )0λ =  цилиндре с 

соответствующими характеристиками jsc ; на расчетах радиальных распределений 

нормализованных величин ( ) ( )
[ ]

( )( )
0,1

,0,0 max ,0,0j j jr
U r u r u r

∈
=  ( ),j r z= , 

характеризующих формы амплитудных составляющих динамических 
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перемещений для моментов времени, соответствующих началу периода волновых 

колебаний. В численных экспериментах использованы наборы параметров jsc , 

соответствующие значениям модулей упругости конкретных трансверсально-

изотропных материалов [190], волноводные свойства которых характеризуются 

различными величинами введенного в [103] обобщенного параметра волновой 

анизотропии ∆ . Это, соответственно, наборы параметров jsc  для 

монокристаллических материалов с отрицательными значениями этого параметра 

– Zn  ( )10.24∆ = −  и Cd  ( )1.04∆ = − , а также материалов CdS  ( )0.37∆ =  и Co  

( )0.64∆ =  с положительными значениями этого параметра. В сопоставительном 

анализе с заданием показателей радиальной неоднородности ( )2, 1qλ = − =  и 

( )2, 1qλ = =  используется функция оценки расхождений 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2ka ka ka−∆Ω = Ω −Ω  для мод с одинаковыми номерами в сравниваемых 

дисперсионных спектрах. Характерные результаты проведенных исследований 

для шести низших мод в жестко закрепленных цилиндрах представлены на 

Рисунке 2.5-а (для материала М1, параметры jsc  которого соответствуют 

монокристаллу Zn ), Рисунке 2.5-б (для материала М2, параметры jsc  которого 

соответствуют монокристаллу Cd ), Рисунке 2.6-а (для материала М3, параметры 

jsc  которого соответствуют монокристаллу CdS ), Рисунке 2.6-б (для материала 

М4, параметры jsc  которого соответствуют монокристаллу Co ). 

  
а б 

Рис. 2.5. 
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Результаты, представленные на Рисунке 2.5-а, свидетельствуют о том, что для 

цилиндра из материала М1, характеризующегося наибольшей волновой 

анизотропией в рассматриваемой группе материалов, все моды спектра ( ) ( )2 kaΩ  

в исследуемом диапазоне варьирования ka  лежат выше соответствующих по 

номеру мод спектра ( ) ( )2 ka−Ω , то есть фазовые скорости волн из мод спектра 

( ) ( )2 kaΩ  в исследуемом диапазоне изменения параметра ka  больше скоростей 

волн из мод спектра ( ) ( )2 ka−Ω . 

  
а б 

Рис. 2.6. 

Для цилиндра из материала М4 третья и шестая моды спектра ( ) ( )2 kaΩ  в 

асимптотической области длинных волн расположены ниже соответствующих 

мод спектра ( ) ( )2 ka−Ω . Только начиная с некоторого *k a  у этих мод наблюдается 

эффект доминирования значений ( ) ( )2 kaΩ  над соответствующими значениями 

( ) ( )2 ka−Ω  для парных модами спектра  (Рисунок 2.6-б). 

На частотах, близких к частотам запирания ( )0.001ka = , проведен 

сопоставительный анализ форм исследуемых волн для цилиндров из материалов 

М1 – М4 с различными показателями экспоненциальной неоднородности, в 

рамках которого проанализированы радиальные распределения относительных 

интенсивностей динамических перемещений ( )jU r  ( ),j r z=  в сечении 

волновода при 2λ = − , 1q =  и 2λ =  1q = . Результаты анализа, в частности, 
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представлены на Рисунке 2.7 в случае жестко закрепленного цилиндра из 

материала М2 для волн первой (Рисунок 2.7-а) и шестой (Рисунок 2.7-б) мод. 

  
а б 

Рис. 2.7. 

Обнаруживаемыми эффектами являются смещение областей повышенной 

интенсивности волновых колебаний к границе цилиндра при уменьшении 

значения параметра неоднородности λ ; рост количественной меры указанных 

эффектов с увеличением номера моды рассматриваемых волн. 

Характерные результаты сопоставительного анализа спектров нормальных 

волн в свободных цилиндрах представлены на Рисунке 2.8-а для случая материала 

М1 и на Рисунке 2.8-б для случая материала М3. 

  
а б 

Рис. 2.8. 

Здесь, прежде всего, следует отметить качественные различия в результатах 

составления для низших мод спектров и остальных действительных ветвей. Если 

для показателей радиальной неоднородности ( )2, 1qλ = − =  и ( )2, 1qλ = =  в 
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длинноволновом диапазоне наибольшие различия выявлены для мод спектра 

начиная со второй, то с ростом ka  для всех материалов максимальное отклонение 

характерно уже для первой моды, и при этом величины ( )ka∆Ω  асимптотически 

приближаются к значениям ( ) 1.152ka∆Ω ≈ −  для материала М1 и 

( ) 0.522ka∆Ω ≈ −  для материала М3. 

При исследовании эффектов влияния показателей радиальной 

неоднородности ( ), qλ  и значений окружного волнового числа τ  на 

топологические картины спектров неосесимметричных бегущих нормальных волн 

в качестве материала рассматриваемого цилиндра выбирались трансверсально-

изотропный материал М1 и цилиндрически ортотропный материал М5, набор 

параметров jsc  которого выражается через нормированные технические упругие 

постоянные, представленные в работе [196] с принятой в ней схемой индексации 

1 43 24E = ,   2 179 24E = ,   3 131 24E = ,   23 28 24G = , 

13 1G = ,   12 1G = ,   23 0.15ν = ,   12 0.08ν = ,   13 0.102ν = . 

Волноводные свойства материала М5 обеспечивают физически корректное 

решение задачи описания дисперсионного спектра в рамках используемой модели 

для любых значений τ  [152]. 

В случае материала М1 выполнен анализ ряда эффектов влияния 

параметров неоднородности на топологическую структуру и свойства 

действительных ветвей дисперсионных спектров бегущих нормальных изгибных 

( )1τ =  волн в радиально неоднородном ( ) ( )( ), ln 3 2 ,1qλ =  (Рисунок 2.9) и 

однородном ( ) ( ), 0,0qλ =  свободных цилиндрах. На основе анализа 

количественных различий в поведении пяти низших мод сопоставляемых 

спектров (Рисунок 2.10) с использованием функции сравнения 

( ) ( ) ( )( ), 0,0q tka ka ka a cλω ω∆Ω = − ,                           (2.156) 

*a R= , *tc c ρ=   для мод с одинаковыми номерами, при общем качественном 

подобии спектров, позволило сделать ряд заключений. 
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Во-первых, установлено, что характер 

предельного асимптотического стремления 

фазовых скоростей мод бегущих волн с 

одинаковыми номерами в высокочастотном 

коротковолновом диапазоне из спектров для 

однородных и неоднородных цилиндров 

совпадает. При этом влияние неоднородности 

имеет больший характер для высших мод, 

фазовые скорости которых в однородных 

цилиндрах стремятся к скоростям объемных волн 

в их материалах. Для низшей моды с 

асимптотическим стремлением скорости к 

скорости поверхностной волны релеевского типа 

эффект влияния фактора неоднородности 

заключается в переходе соответствующей 

дисперсионной кривой на параллельную 

траекторию. Во-вторых, выявлено существенное 

влияние зон локального сближения и 

расталкивания мод на их траектории в соответствующих спектрах для 

неоднородного и однородного цилиндров. Этот эффект отчетливо наблюдается на 

Рисунке 2.10 при 5ka ≈  для первой и второй моды, а также при 3.5ka ≈  для 

третьей и четвертой моды. 

На Рисунке 2.11 представлены графики нормализованных групповых 

скоростей g tc c  бегущих нормальных изгибных ( )1τ =  волн в радиально 

неоднородном ( ) ( )( ), ln 3 2 ,1qλ =  свободном цилиндре. Здесь наряду с ярко 

выраженными характерными участками «обмена» групповыми скоростями 

смежных мод в зонах их локального сближения и отталкивания, отмечается также 

асимптотическая стабилизация значений групповых скоростей первой 

( )12ta cω >  и второй ( )30ta cω >  мод. 

 
Рис. 2.9. 

 
Рис. 2.10. 
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Рис. 2.11. 

Расчет фрагментов спектра бегущих нормальных волн в диапазонах 

изменения параметров нормированной частоты [ ]0,11ta cω ∈  и продольного 

волнового числа  [ ]0,25k a∈  для материала М5 осуществлен при значениях 

окружного волнового числа 1τ =  и 2τ =  в случаях однородного ( )0, 0qλ = =  и 

неоднородного ( )2, 1qλ = =  цилиндров со свободной граничной поверхностью. 

Соответствующие фрагменты дисперсионных спектров представлены на 

Рисунке 2.12-а ( )2, 1, 1qλ τ= = =  и Рисунке 2.12-б ( )2, 1, 2qλ τ= = = . 

Нормирующий параметр tc  с размерностью скорости независимо для каждого 

значения окружного волнового числа τ  определялся из условия равенства 

единице низшей ненулевой приведенной критической частоты ветвей спектра 

бегущих нормальных волн в однородном волноводе с *a R= . 

  
а б 

Рис. 2.12. 

Характерной отличительной особенностью представленных распределений 
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является отсутствие в спектре для 2τ =  ветви с нулевой частотой запирания. На 

Рисунке 2.13 и Рисунке 2.14 представлены результаты сравнительного 

количественного анализа различий в поведении первых шести мод спектров для 

однородного ( )0, 0qλ = =  и неоднородного ( )2, 1qλ = =  цилиндров 

соответственно при 1τ =  и 2τ = . 

 
Рис. 2.13. 

 

 
Рис. 2.14. 

Можно отметить, что для 2τ =  в диапазоне 7ka >  значения рассматриваемой 

функции для всех ветвей стабилизируются и описывают уменьшение 

приведенных частот волн первой и третьей моды, а также увеличение 

приведенных частот волн второй, четвертой, пятой и шестой моды в 

неоднородном цилиндре. При меньших значениях нормированного волнового 

числа для 2τ =  наибольшие отличия в значениях приведенных частот возникают 

для волн двух низших мод в длинноволновом диапазоне. Для спектров волн с 

1τ =  тенденция к стабилизации значений рассматриваемой функции с ростом ka  

наблюдается в более коротковолновом диапазоне 14ka > , а наибольшие отличия 

наблюдаются для первой моды в коротковолновом диапазоне и для второй моды в 
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длинноволновом диапазоне. 

Результаты расчетов распределений нормированных фазовых скоростей 

p tc c  для нормальных бегущих волн с 1τ =  и 2τ =  в неоднородном ( )2, 1qλ = =  

цилиндре представлены соответственно на Рисунке 2.15-а и Рисунке 2.15-б. 

  
а б 

Рис. 2.15. 

Наиболее существенные отличия, обусловленные увеличением показателя 

изменяемости в окружном направлении, заключаются в снижении приведенной 

частоты формирования «платообразного» участка распределения при 2τ = . 

 

Вводы к разделу 2 

 

В разделе решена задача разработки теоретической численно-

аналитической методики исследования характеристик распространения 

нормальных упругих волн в радиально неоднородных трансверсально-

изотропных и цилиндрически-ортотропных протяженных цилиндрах кругового 

поперечного сечения со свободной либо жестко закрепленной граничной 

поверхностью. В рамках реализованных исследований: 

1. Разработана методика построения базисных множеств частных решений 

уравнений волнового деформирования трансверсально-изотропных и 

цилиндрически-ортотропных цилиндров кругового поперечного сечения с 
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экспоненциально-степенной радиальной неоднородностью для краевых задач о 

спектрах осесимметричных и неосесимметричных нормальных упругих волн. 

2. В замкнутой форме с использованием функций Уиттекера построены 

базисные системы частных решений волновых уравнений для задач о 

распространении нормальных крутильных волн в трансверсально-изотропных и 

цилиндрически-ортотропных цилиндрах кругового сечения для двух частных 

случаев экспоненциально-степенной радиальной неоднородности материала. 

3. Разработаны программные приложения для реализации алгоритмов 

решения рассматриваемых задач, с применением которых проведен 

сравнительный анализ топологического строения дисперсионных спектров, 

распределений фазовых и групповых скоростей бегущих нормальных 

осесимметричных и неосесимметричных волн в однородных и радиально 

неоднородных трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных 

протяженных цилиндрах кругового поперечного сечения для случаев свободной и 

жестко закрепленной граничной поверхности, проанализированы и описаны 

эффекты влияния на указанные характеристики параметров экспоненциально-

степенной радиальной неоднородности материала волновода. 

Основные положения данного раздела отражены в публикациях [145, 148, 

150-152, 163, 185]. 
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РАЗДЕЛ 3 

ВОЛНЫ ДЕФОРМАЦИЙ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ И 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИ-ОРТОТРОПНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ГРАДИЕНТНЫХ ЦИЛИНДРАХ СЕКТОРНО-КРУГОВОГО 

ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ: СЛУЧАЙ ГИБКОГО НЕРАСТЯЖИМОГО 

ПОКРЫТИЯ РАДИАЛЬНЫХ УЧАСТКОВ 

 

3.1. Решения вспомогательной спектральной задачи в случае 

трансверсально-изотропного материала 

 

Рассматривается волновод, имеющий в поперечном сечении форму сектора 

(Рисунок 1.2), занимающий в безразмерных цилиндрических координатах Or zθ  

область 2V  (1.4) с граничной поверхностью 2G  (1.9). Функциональный закон 

радиальной неоднородности трансверсально изотропного материала задается 

соотношениями (1.35), (1.36). Математическая модель включает: уравнения (1.14), 

(1.16) и (1.20); условия на радиальных участках граничной поверхности (1.23); 

условия на цилиндрическом участке граничной поверхности (1.24) или (1.25). В 

рамках рассматриваемой модели остаются справедливыми соотношения (1.38), 

(1.40), (2.1), (2.2), (2.7), (2.8), (2.14), (2.17), (2.19) в которых из геометрических 

соображений снимается ограничение {0}τ ∈ ∪} , а ограничения на параметры jη  

в представлениях (2.14) и (2.17) определяются в форме 

1η = −   или ( )Re 1η > − ,  если  ( , )
0 3

0τ η  = X , 

0η =   или  ( )Re 0η > ,  если  ( , )
0 3

0τ η  ≠ X ,                           (3.1) 

обеспечивающей физическую корректность решений волновых уравнений, 

заключающуюся в ограниченности плотности описываемых решениями 

энергетических потоков в окрестности сингулярной точки 0r =  границы сечения 

волновода [175]. Таким образом, в рассматриваемом волноводе с учетом 

представлений (1.38), (2.1), (2.7) подлежат независимому исследованию волны S -
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типа ( )0β =  и волны A -типа ( )2β π= . 

Представления (1.38), (1.40), (2.1), (2.2), (2.7), (2.8) и граничные условия 

(1.23) определяют вспомогательную спектральную задачу построения решений 

уравнений (1.14), (1.16) и (1.20), удовлетворяющих на радиальных участках 

граничной поверхности волновода однородным условиям (1.23) (далее 

спектральные решения). Множество собственных значений указанной задачи 

задается уравнением 

( )cos 0τα β+ =                                                    (3.2) 

и имеет вид 

( )2 nτ β π α π α= − + ,                                            (3.3) 

где n∈ . 

Из условия разрешимости (2.22), принявшего вид (2.77), (2.78), с учетом 

ограничений (3.1) однозначно определяется допустимый корень уравнения (2.78) 

3η τ=                                                            (3.4) 

и новое ограничение на целочисленный параметр n  в представлении (3.3) 

n∈} ,                                                           (3.5) 

а также полученный на основании уравнения (2.21) соответствующий 3η  

начальный коэффициент 3( , )
0
τ ηX  в разложениях векторных собственных функций 

(2.14), (2.17), представленный с точностью до произвольного скалярного 

множителя в виде 

( ) ( )
3( , )

0

11 66 13 442

k

k
c c c c

τ η

 
 

= − 
 + +  

X





   

.                                 (3.6) 

Каждому корню *η  уравнения (2.77) соответствует полученный из уравнения 

(2.21) начальный векторный коэффициент 

( )( )
( )*

* 66 * 11
( , ) 2

* * 11 660

2

2
0

c c

c cτ η

τ η η

η η τ

 + −
 
 = + −
 
  

X

 

  .                                   (3.7) 
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Представление (3.7) записано с точностью до произвольного скалярного 

множителя. Таким образом, из четырех корней уравнения (2.77) с учетом (3.3), 

(3.5) только три 

{ }* , 2,η τ τ τ∈ − −                                                 (3.8) 

потенциально могут удовлетворять ограничениям (3.1). Поскольку на основании 

представлений (3.3) справедливы соотношения 

1 2τ >    если   0β = , 

1τ >    если   2β π= ,                                            (3.9) 

следовательно, всегда однозначно определяются два допустимых корня jη  

( )1,2j =  уравнения (2.77) из множества (3.8). Значения указанных корней и 

соответствующие им начальные коэффициенты ( , )
0

jτ ηX  в разложениях векторных 

собственных функций, представленные с точностью до произвольного скалярного 

множителя, записываются в следующем виде 

1η τ= − ,   
( )
( )( )1

66 11
( , )

11 660

2
2

0

c c
c cτ η

τ τ
τ τ

 − +
 = − − + 
  

X
 

     если   1 2 1τ< < , 

1 2η τ= − ,   1( , )
0

1
1

0

τ η
 
 = − 
  

X    если   1τ ≥ ;                           (3.10) 

2η τ= ,    
( )
( )2

66 11
( , )

11 660

2
2

0

c c
c cτ η

τ τ
τ τ

+ − 
 = + − 
  

X
 

  .                              (3.11) 

Для jη η=  ( )2,3j =  справедливы соотношения (2.81), а для 1η η=  когда 

1 2 1τ< <  справедливо соотношение 

( ) ( )( ) ( )( )( , ,1) 22
11 44 66det 2 2 2 1 0j

m m m m m c c cτ η τ τ= + − + − ≠Q     

( )1m ≥ .                                                     (3.12) 

Следовательно, в указанных случаях с учетом (3.3) – (3.6), (3.10) и (3.11) 
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справедливы явные рекуррентные представления (2.82) – (2.84) для определения 

последующих коэффициентов ( , )j
m
τ ηX  ( )1,m = ∞  в разложениях (2.14), (2.17) 

векторных собственных функций. При 1η η=  когда 1τ ≥ , как это уже отмечалось 

ранее, определитель (2.85) системы линейных уравнений обращается в нуль на 

2m =  шаге решения рекуррентных уравнений (2.23) и, соответственно, условием 

существования решения указанной системы линейных уравнений является 

выполнение требования (2.89). Следовательно, в данном случае явные 

рекуррентные представления (2.92) с учетом (2.82), (2.84), (2.86), (2.90), (3.3), 

(3.5), (3.10) для определения последующих коэффициентов 1( , )
m
τ ηX  ( )1,m = ∞  в 

разложениях (2.14), (2.17) векторных собственных функций окажутся 

справедливыми, если будут выполняться следующее ограничения 

( )0,α π∈ ,   n∈} ,   { }0, 2β π∈    если   1q ≠ , 

2α π= ,   1n = ,   0β =    если   1q = .                             (3.13) 

Окончательно, решение спектральной задачи с учетом ограничений (3.13) 

совместно с (1.38), (1.40), (2.1), (2.2), (2.7), (2.8), (2.14), (2.17), (2.93), (3.3) и (4.5) 

представимо через базисные решения в общем случае { }0q∈ ∪}  соотношениями 

(2.94), а в частном случае 0q =  также и соотношениями (2.103) – (2.105). 

Для представленной модели в поле напряжений на ребре 0r =  может 

возникать сингулярность, вид которой отражается в Таблице 3.1. 

 

Таблица 3.1. 

Тип волны n  τ  4 2π α π< <  2 3 4π α π< ≤  3 4π α π< <  

S -тип 
1 ( )2π α  2rτ −  r τ− ,  1rτ −  r τ− ,  1rτ −  

2  ( )3 2π α  - - 2rτ −  

A -тип 1 π α  - 2rτ −  2rτ −  
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3.2. Решения вспомогательной спектральной задачи в случае 

цилиндрически ортотропного материала 

 

Волновые процессы исследуются в протяженном цилиндре секторного 

поперечного сечения (Рисунок 1.2), функциональный закон радиальной 

неоднородности цилиндрически ортотропного материала задается 

соотношениями (1.35), (1.36). Область 2V  волновода определяется соотношениями 

(1.4), а его граничная поверхность 2G  – соотношениями (1.9). Математическая 

модель включает уравнения (1.14), (1.18), (1.20), а также граничные условия на 

радиальных (1.23) и цилиндрическом (1.24) либо (1.25) участках граничной 

поверхности. Остаются справедливыми для рассматриваемой модели 

соотношения (1.38), (1.40), (2.1), (2.2), (2.7), (2.8), (2.14), (2.17). В представлениях 

(2.17) матрицы ( )( , ,1)
m rτ ηH  определяются соотношениями (2.19), матрицы 

( )( , ,2)
m rτ ηH  – соотношениями (2.108). Для параметра η  сохраняются ограничения 

(3.1), а множество собственные значений параметра τ  определяются 

соотношениями (3.3), (3.5). 

Сходство моделей в случаях трансверсально изотропного и цилиндрически 

ортотропного материалов волновода обеспечивает в рассматриваемом случае 

анизотропии как справедливость определенных ранее соотношений (3.1) – (3.3), 

так и возможность независимого исследования волн S -типа ( )0β =  и A -типа 

( )2β π= . 

Из условия разрешимости (3.22), принявшего вид (2.127), (2.128), 

представлениями (2.130) c учетом ограничений (3.1) определяются три 

допустимых значения параметра jη  ( )1,3j =  и ограничение (3.5) на значения 

целочисленного параметра n  в представлении (3.3), а также определяемые 

соотношениями (2.131) соответствующие указанным параметрам jη  начальные 

значения векторных коэффициентов ( , )
0

jτ ηX  ( )1,3j =  в разложениях векторных 

собственных функций (2.14) и (2.17). 
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При 1τ =  ( )2, 0, 1nα π β= = =  соотношения (2.134) обеспечивают 

возможность построения физически непротиворечивого решения 

вспомогательной спектральной задачи, поскольку для любых материалов 

справедливы соотношения 

11 22 122c c c+ >   ,     11 22
2
12c c c>   ,                                    (3.14) 

а, значит, и соотношения 

1 1η = − ,     2 0η > ,     3 0η > .                                     (3.15) 

В случае 1τ ≠  выполнение условия (2.136), как уже отмечалось, вполне 

оправданного как для любых изотропных и трансверсально изотропных 

материалов, так и применительно к представленным в литературе наборам 

упругих характеристик цилиндрически ортотропных материалов [196, 287, 361, 

382, 383], обеспечивает не только вещественность параметров jη  ( )1,3j =  и их 

удовлетворение ограничениям (3.1), но и линейную независимость формирующих 

базис трех частных решений, поскольку 

1 1η > − ,     2 0η >      ( )1 2η η< ,     3 0η > .                             (3.16) 

Если же для 1τ ≠  выполняется условие (2.140), при котором jη  ( )1,3j =  

удовлетворяют требованиям (3.1) для любых поставляемых соотношением (3.3), 

(3.5) значениях параметра τ , то при выполнении обеспечивающего 

справедливость 0d >  ограничения (2.142) соотношения (3.16) также останутся 

справедливыми, а при выполнении обеспечивающего справедливость 0d <  

ограничения (2.143) окажутся справедливыми соотношения (2.144). Таким 

образом, более мягкое, чем (2.136) ограничение 

12 66 11 22 122c c c c c+ ≤                                               (3.17) 

совместно с вполне обоснованным ограничением (2.148) обеспечивают 

возможность построения физически непротиворечивого решения спектральной 

задачи при любых поставляемых соотношением (3.3), (3.5) значениях параметра  

τ . Наконец в случае выполнения (2.146) вопрос о существовании физически 

непротиворечивого решения спектральной задачи при 1τ ≠  сводится к прямой 
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проверке, с одной стороны, удовлетворения требованиям (3.1) поставляемых 

соотношениями (2.130) с учетом представлений (3.3), (3.5) значений параметров 

jη  ( )1,3j = , с другой, выполнения требования 0d ≠  (2.147). Здесь величина d  

определяется в соотношениях (2.133) с учетом (2.129). 

Окончательно, соответствующие параметрам jη  искомые векторные 

коэффициенты ( , )j
m
τ ηX  ( )1,3; 1,j m= = ∞  в разложениях векторных собственных 

функций (2.14) и (2.17) определяются из явных рекуррентных представлений 

(2.83), матричные коэффициенты ( , , )p
m
τ ηW  ( )1,5p =  которых задаются 

соотношениями (2.84), а входящие в (2.84) матрицы ( , , )p
m
τ ηQ  ( )1,5p =  

определяются в (2.109). Решение спектральной задачи с учетом рассмотренных 

групп ограничений на величины jpc  нормированных модулей упругости 

однородного цилиндрически ортотропного материала совместно с (1.38), (1.40), 

(2.1), (2.2), (2.7), (2.8), (2.93), (3.3), (3.5) записываются через матричные базисные 

представления (2.94) в которых прямоугольные матрицы ( )( , ,1)
m rτ ηH  и ( )( , ,2)

m rτ ηH  

определяются соответственно соотношениями (2.19) и (2.108). 

В рамках представленной модели для рассматриваемого случая 

анизотропии в поле напряжений на ребре 0r =  также может возникать 

сингулярность. Для 1τ = , как следует из (3.15), при 

44 55 1c c <                                                     (3.18) 

сингулярность имеет вид 
3 1rη − .                                                       (3.19) 

Для 1τ ≠  наряду с сингулярностью вида (3.19), если выполняется условие 

55 44c cτ <   ,                                                 (3.20) 

возникает также сингулярность вида 

1rη ,                                                         (3.21) 

если выполняется совместно с (2.136) или с (2.140) и (2.142) ограничение 
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( )( ) ( )11 22 12 12 66 22 662 2c c c c c c cτ < + − +       ,                          (3.22) 

или сингулярность вида 

1rη ,     2rη ,                                                    (3.23) 

если выполняется совместно (2.140) и (2.143) ограничение 

( ) ( )Re 2 1b d a + < 
 

.                                        (3.24) 

Вопрос о сингулярности помимо (3.19) с условием (3.20), которая может 

порождаться в рамках рассматриваемой модели при 1τ ≠  в случае выполнения 

ограничения (2.146) требует отдельного исследования для конкретных 

собственных значений τ  (3.3), (3.5) и величин jpc  нормированных модулей 

упругости однородного цилиндрически ортотропного материала. В Таблице 3.2 

систематизирован для 1τ ≠  определяемой соотношениями (3.19), (3.21) и (3.23) 

характер сингулярности, возникающей в поле напряжений на ребре 0r =  при 

различных сочетаниях рассмотренных выше ограничений. 

Таблица 3.2. 

 
22 66

2
c c
ζτ < +
 

 Re 1
2

b d
a

 +  <
 
 

 55

44

c
c

τ <




 

12 66 11 222c c c c+ ≤     1rη   3 1rη −  

11 22
11 22 12 66

12

2 c cc c c c
c

< + ≤
 

   



 

2 4
2

s s hv
h

τ + −
< −  1rη   3 1rη −  

2 4
2

s s hv
h

τ + −
> −   1rη , 2rη  3 1rη −  

 

Используемые в Таблице 3.2 параметры ζ , a , b , s , h , v  определяются 

соотношениями (2.129) и (2.133). 

 

3.3. Получение дисперсионных соотношений и результаты численных 

экспериментов 

 

Результатом представленных в предыдущих подразделах исследований 
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является получение в аналитическом виде решений вспомогательных 

спектральных задач с однородными условиями на радиальных участках 

граничной поверхности (1.23) для моделей волновых процессов в протяженных 

цилиндрах секторного поперечного сечения из трансверсально-изотропных и 

цилиндрически ортотропных материалов. Следующим этапом решения задачи 

является удовлетворение однородным краевым условиям на свободном (1.24) 

либо жестко закрепленном (1.25) цилиндрическом участке граничной 

поверхности. 

Применительно к геометрии волновода в рассматриваемой задаче строятся 

дисперсионные соотношения, определяющие независимые спектры волн S -типа 

( )0β =  и A -типа ( )2β π=  для граничных условий вида (2.153). 

Особенностью анализируемых волновых процессов в протяженных 

анизотропных цилиндрах является полная идентичность их моделей для случая 

волновода секторного сечения со свободным либо жестко закрепленным 

цилиндрическим участком граничной поверхности при 2α π= , 0β = , 1n =  и 

моделей распространения нормальных волн с круговым волновым числом 1τ =  

( )0β =  вдоль цилиндрического волновода кругового поперечного сечения 

соответственно со свободной либо жестко закрепленной граничной 

поверхностью. Этот факт используется для численной верификации результатов 

расчетов с использованием программных модулей, разработанных для реализации 

построенных аналитических решений. В рамках исследований проведен расчет 

фрагмента спектра мод распространяющихся нормальных волн в однородном 

( )0, 0qλ = =  трансверсально-изотропном цилиндре секторного поперечного 

сечения угловой меры 2α π=  из описываемого в подразделе 2.4 материала М4 

для случая свободного цилиндрического участка граничной поверхности и волн 

S -типа ( )0β = , характеризуемых спектральным параметром 1τ = . 

Сопоставляемые результаты ранее проводившихся исследований даны в работе 

[278]. Сравнение результатов выполненных расчетов показало их полное 

соответствие. 
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Для исследования факторов влияния величины показателей радиальной 

неоднородности ( ),qλ  и угловой меры секторного выреза α  на топологическую 

картину спектра бегущих нормальных волн при численном эксперименте 

рассматривались цилиндры из введенных в рассмотрение в подразделе 2.4 

материалов М1 – М4. Расчет фрагментов дисперсионных спектров бегущих 

нормальных волн осуществлялся в диапазонах изменения параметров 

приведенной частоты [ ]0,45Ω∈  и продольного нормализованного волнового 

числа [ ]0,30k a∈  ( )*a R=  для значений угловой меры секторного сечения 

3α π=  ( )3 2, 0τ β= =  и 5 6α π=  ( )3 5, 0τ β= =  в случаях однородного 

( )0, 0qλ = =  и неоднородного ( )( )ln 2 , 6qλ = =  цилиндров со свободным 

участком цилиндрической граничной поверхности. Для сопоставительного 

анализа влияния радиальной неоднородности материала волновода на 

распределение действительных ветвей в исследуемых спектрах, аналогично тому, 

как это сделано в п.п. 2.4, вводится параметр нормализованной частоты ta cω . 

Нормирующий параметр tc  с размерностью скорости при визуализации на 

Рисунках 3.1–3.6 спектров для однородных и неоднородных цилиндров с 

одинаковыми наборами параметров jsc  определялся из условия равенства 

единице низшей ненулевой нормализованной критической частоты в 

дисперсионном спектре соответствующего однородного волновода. 

Результаты расчета дисперсионных спектров для неоднородных волноводов 

( )( )ln 2 , 6qλ = =  из материала М4 представлены на Рисунке 3.1 

( )3, 3 2, 0α π τ β= = =  и на Рисунке 3.3 ( )5 6, 3 5, 0α π τ β= = = . Результаты 

расчета дисперсионных спектров для неоднородных волноводов ( )( )ln 2 , 6qλ = =  

из материала М1 представлены на Рисунке 3.2 ( )3, 3 2, 0α π τ β= = =  и на 

Рисунке 3.4 ( )5 6, 3 5, 0α π τ β= = = . Одной из особенностей представленных 

распределений является выраженное сближение критических частот для двух 

низших мод бегущих нормальных волн в цилиндре с угловым размером сечения 
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3α π=  ( )3 2, 0τ β= =  в неоднородном цилиндре с параметрами 

( )( )ln 2 , 6qλ = =  из материала М1. 

  
Рис. 3.1. Рис. 3.2. 

 

  
Рис. 3.3. Рис. 3.4. 

На Рисунке 3.5 ( )3, 3 2, 0α π τ β= = =  и Рисунке 3.6 

( )5 6, 3 5, 0α π τ β= = =  представлены результаты сравнительного 

количественного анализа различий в поведении первых шести мод спектров для 

однородного ( )0, 0qλ = =  и неоднородного ( )( )ln 2 , 6qλ = =  цилиндров из 

материала М1 для различных значений угловой меры секторного выреза. В 

качестве количественной меры отличий в распределениях действительных ветвей 

сопоставляемых спектров использовалась функция (2.156) сравнения для мод с 

одинаковыми номерами в соответствующих спектрах, характеризующая эффекты 

относительного уменьшения либо увеличения нормализованных частот для 
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принадлежащих сопоставляемым модам волн равной относительной длины в 

неоднородном и однородном волноводах. 

 
Рис. 3.5. 

 

 
Рис. 3.6. 

Здесь можно отметить общую закономерность относительного снижения 

нормализованных частоты для волн из первых шести мод спектра неоднородных 

волноводов в длинноволновом диапазоне (соответственно при 10.0k a <  для 

случая ( )3, 3 2, 0α π τ β= = =  и при 4.8k a <  для ( )5 6, 3 5, 0α π τ β= = = . 

Указанная тенденция сохраняется при этом для волн первой моды и в оставшейся 

части диапазона относительных длин. 

Результаты расчетов нормализованных фазовых скоростей для 

распространяющихся нормальных волн в неоднородном ( )( )ln 2 , 6qλ = =  

цилиндре из материала М1 при различных значениях угловой меры секторной 
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области сечения представлены на Рисунке 3.7 ( )3, 3 2, 0α π τ β= = =  и 

Рисунке 3.8 ( )5 6, 3 2, 0α π τ β= = = . Применительно к данным распределениям 

использовался нормирующий параметр 0 * *c с ρ=  с размерностью скорости. 

  
Рис. 3.7. Рис. 3.8. 

В качестве различий, выявленных при сопоставлении Рисунка 3.8 

( )5 6α π=  и Рисунка 3.7 ( )3α π= , отмечается, что при указанном увеличении 

угловой меры сектора в поперечном сечении волновода наблюдаются ряд 

эффектов. Это увеличение более чем в два раза асимптотического значения для 

нормированной фазовой скорости низшей моды спектра; “сдвиг” зоны 

устойчивого асимптотического поведения всех исследованных мод спектров в 

более высокочастотную область; трансформация эффекта сближения-

расталкивания третьей и четвертой моды при 0 11a cω ≈  в эффект сближения-

расталкивания первой и второй мод при 0 5a cω ≈ . 

В качестве объектов для численного исследования эффектов влияния 

параметров геометрии α  и радиальной неоднородности ( ),qλ  цилиндрически-

ортотропного материала волновода на топологические картины спектров бегущих 

нормальных упругих волн были выбраны свободные на цилиндрическом участке 

граничной поверхности волноводы, поперечное сечение которых представляет 

собой секторы угловой меры 5 11α π=  и 10 11α π= . Радиально неоднородный 
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цилиндрически-ортотропный материал волноводов задавался параметрами jsc , 

соответствующими введенному в рассмотрение в подразделе 2.4 материалу М5. 

Расчет фрагментов спектров бегущих нормальных волн S -типа проводился для 

окружного волнового числа τ , соответствующего 1n =  в соотношениях (3.3), в 

диапазонах изменения нормализованной частоты [ ]0;50ta cω ∈  и 

нормализованного продольного волнового числа [ ]0;20k a∈  ( )*a R=  для случаев 

однородного ( ) ( ), 0,0qλ =  и неоднородных ( ) ( )( ) ( )( ){ }, ln 2 ,6 , ln 3 2 ,6qλ ∈ −  

материалов волновода. Выбор указанных значений параметров функциональной 

неоднородности определялся задачей исследования эффектов влияния на 

структуру дисперсионных спектров вида локализации зон неоднородности 

материала в теле волновода. Так, случай 6q =  определяет зону локализации 

неоднородности у внешней поверхности волновода, и при этом задание величин 

параметров ( )ln 2λ = −  и ( )ln 3 2λ =  соответствует локальному уменьшению либо 

увеличению на 50% величин физико-механических характеристик материала. 

Нормирующий параметр tc  с размерностью скорости для всей группы рисунков, 

относящихся к волноводам с одинаковой угловой мерой сектора в поперечном 

сечении, имеет фиксированное значение, определяемое из условия равенства 

единице низшей ненулевой нормализованной критической частоты (мода с 

порядковым номером 1 в спектре) в случае однородного материала волновода. В 

частности, ( )(1)
0,0 0 0.6969Ω ≈  при 5 11α π= ; ( )(1)

0,0 0 0.5292Ω ≈  при 10 11α π= . 

Ниже представлены спектры бегущих нормальных волн S -типа для 

неоднородных волноводов с параметрами неоднородности ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ = −  и 

( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ =  при 5 11α π=  (соответственно Рисунок 3.9 и Рисунок 3.10) и 

10 11α π=  (соответственно Рисунок 3.11 и Рисунок 3.12). Места визуального 

контакта мод подставляют собой зоны их локального сближения и расталкивания. 

Для анализа количественных различий в распределениях действительных ветвей 

сопоставляемых спектров использовалась функция (2.156). 
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Рис. 3.9. Рис. 3.10. 

 

  
Рис. 3.11. Рис. 3.12. 

Результаты расчетов функции сравнения для пяти низших мод в однородных и 

неоднородных цилиндрах со сходной геометрией и краевыми условиями 

соответственно приведены на Рисунке 3.13 и Рисунке 3.14 применительно к 

волноводам угловых размеров 5 11α π=  с параметрами неоднородности 

( ) ( )( ), ln 1 2 ,6qλ =  и ( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ = , 

  
Рис. 3.13. Рис. 3.14. 
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а также на Рисунке 3.15 и Рисунке 3.16 применительно к волноводам угловых 

размеров 10 11α π=  с параметрами неоднородности ( ) ( )( ), ln 1 2 ,6qλ =  и 

( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ = . 

  
Рис. 3.15. Рис. 3.16. 

Как и в ранее представленных в п.п. 2.4 случаях расчетов подобной функции, 

результаты для мод с каждым рассматриваемым номером изображаются 

отдельным типом указываемой в подрисуночной надписи кривой. В качестве 

общей тенденции в поведении функции сравнения для рассматриваемых случаев 

может быть отмечено существенное влияние фактора неоднородности на 

траектории первых ветвей спектров в диапазоне волн со средней относительной 

длиной [ ]5,10ka∈  и, особенно в коротковолновом [ ]10,20ka∈  диапазоне. На 

поведение мод, начиная со второй, фактор неоднородности сказывается, в первую 

очередь, в длинноволновом диапазоне [ ]0,5ka∈ , а в коротковолновом диапазоне 

[ ]10,20ka∈  степень его влияния монотонно снижается. Для рассматриваемых 

случаев максимально влияние неоднородности на поведение старших мод 

проявляется для пятой моды при 0ka → . Это свойство отмечается для всех 

рассмотренных значений параметров неоднородности ( ),qλ  и угловых размеров 

сектора в поперечном сечении волновода. Общими эффектами являются также 

смещение траекторий всех рассматриваемых мод в область меньших частот при 

увеличении параметра неоднородности ( )( )ln 3 2λ =  физико-механических 

характеристик материала и альтернативное смещение траекторий всех 
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рассматриваемых мод в область увеличивающихся частот при уменьшении 

величины параметра неоднородности ( )( )ln 1 2λ = . 

В ходе исследований также рассчитаны графики распределений 

нормализованных фазовых и групповых скоростей бегущих нормальных волн в 

цилиндрах с параметром неоднородности ( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ = . Для волноводов с 

угловыми размерами секторного сечения 5 11α π=  и 10 11α π=  фазовые 

скорости соответственно приведены на Рисунке 3.17 и Рисунке 3.18, а групповые 

на Рисунке 3.19 и Рисунке 3.20. 

  
Рис. 3.17. Рис. 3.18. 

 

  
Рис. 3.19. Рис. 3.20. 

 

Выводы к разделу 3 

 

В разделе решена задача разработки теоретической численно-
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аналитической методики исследования процессов распространения нормальных 

упругих волн в радиально неоднородных трансверсально-изотропных и 

цилиндрически ортотропных протяженных цилиндрах секторно-кругового 

поперечного сечения со свободным либо жестко закрепленным цилиндрическим 

участком граничной поверхности при наличии гибкого нерастяжимого покрытия 

на ее радиальных участках. 

В рамках осуществленных исследований: 

1. Поставлены и решены две вспомогательные спектральные задачи для 

исследования проблемы распространения нормальных волн S -типа и A -типа в 

трансверсально-изотропных и цилиндрически ортотропных протяженных 

цилиндрах с радиальной неоднородностью материала экспоненциально-

степенного типа, имеющих поперечные сечения в виде кругового сектора при 

наличии гибкого нерастяжимого покрытия на радиальных участках граничной 

поверхности; построены базисные множества частных аналитических решений 

указанных спектральных задач и исследованы их асимптотические свойства. 

2. Разработаны программные приложения для реализации алгоритмов 

вычислений, связанных с получением аналитических представлений частных 

решений указанных спектральных задач. 

3. Проведен сравнительный анализ топологического строения исследуемых 

дисперсионных спектров, распределений действительных ветвей бегущих 

нормальных волн S -типа, их фазовых и групповых скоростей в однородных и 

радиально неоднородных трансверсально-изотропных и цилиндрически 

ортотропных протяженных цилиндрах, имеющих поперечные сечения в виде 

кругового сектора различной угловой меры в случае свободного цилиндрического 

участка граничной поверхности; проанализированы и описаны эффекты влияния 

на указанные характеристики параметров экспоненциально-степенной радиальной 

неоднородности материала и угловой меры сектора в сечении волновода. 

Основные положения данного раздела отражены в публикациях [105, 134, 

140, 149, 162, 188, 293, 320]. 
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РАЗДЕЛ 4 

ВОЛНЫ ДЕФОРМАЦИЙ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ 

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ СВОБОДНЫХ ЛИБО ЖЕСТКО 

ЗАКРЕПЛЕННЫХ ЦИЛИНДРАХ СЕКТОРНО-КРУГОВОГО 

ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

 

4.1. Постановка и решение вспомогательных спектральных задач для 

волноводов со свободной граничной поверхностью 

 

Рассматривается протяженный трансверсально изотропный цилиндр, 

занимающий область 2V  (1.4) с граничной поверхностью 2G  (1.9), имеющий в 

поперечном сечении форму сектора (Рисунок 1.2) Функциональный закон 

радиальной неоднородности материала волновода задается соотношениями (1.35), 

(1.36). Математическая модель включает: уравнения (1.14), (1.16), (1.20) и 

однородные условия на гладких участках граничной поверхности (1.26) либо 

(1.27). Частные решения уравнений (1.14), (1.16), (1.20) с учетом снятого из 

геометрических соображений для параметра   ограничения   совместно с 

(1.38), (1.40), (2.1), (2.2), (2.7), (2.8), (2.93) выражаются в общем случае 

 0q   с использованием матричных представлений (2.80), (2.82) – (2.84), 

(2.86), (2.90), (2.92), (2.94), а в частном случае 0q  также и с использованием 

матричных представлений (2.103) – (2.105). При этом в указанных для общего 

случая  0q   соотношениях на определяемые представлениями (2.79) 

параметры j   1,3j   накладываются ограничения (3.1), обеспечивающие 

физическую корректность решений волновых уравнений, заключающуюся в 

ограниченности плотности описываемых решениями энергетических потоков в 

окрестности сингулярной точки 0r   границы сечения волновода. 

Ставятся две вспомогательные спектральные задачи ( , )    0, 2   – 

построить для заданного типа симметрии волновых движений 0   и 2   
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множества решений уравнений (1.14), (1.16), (1.20), удовлетворяющие 

однородным условиям свободных радиальных участков 
( )
2G 

 граничной 

поверхности волновода (1.26). 

На первом этапе с использованием представлений (1.38), (1.40), (2.1), (2.2), 

(2.7), (2.8), (2.80), (2.82) – (2.84), (2.86), (2.90), (2.92) на основе трех линейно 

независимых частных решений уравнений (1.14), (1.16), (1.20) определяются 

базисные решения, которые далее используются для построения искомых 

решения поставленных спектральных задач. С этой целью соотношения (2.79), 

определяющие зависимости между параметрами j  и j   1,3j   записываются в 

параметрическом виде 

 j      1,3j  ,      1 2    ,      2   ,      3   .           (4.1) 

Тогда ограничения (3.1) соответственно принимают такой вид 

1    или  Re 1  ,  если  
( ( , ))
0

3
0j     

X , 

0    или   Re 0  ,  если  
( ( , ))
0

3
0j     

X      1,3j  .              (4.2) 

На основании соотношений (1.38), (2.1), (2.7), (2.14), (2.17) указанные частные 

решения записываются в таком виде 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,j j
qr z t f r i t ikz r


      U U , 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,j j
qr z t f r i t ikz r


      E E , 

        ( , )
,

( , ) , , , exp 1 ,j
q

j r z t f r i t ikz r


      S S  

 1,3j  .                                                    (4.3) 

В представлениях (4.3) используются амплитудные составляющие частных 

решений 

      ( ( ), )( , )
1

( ( ))
1

0

, j jj m
m

m

r r r
    

 






 U A XT , 
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       ( ( ), ,1) (( ( )) ( ), )( , )

0
2 2, j jjj m

m m
m

r r r r
       

 






 TE A H X , 

       ( ( ), ,2) (( ( )) ( ), )( , )

0
2 2, j jjj m

m m
m

r r r r
       

 






 TS A H X  

 1,3j  .                                                      (4.4) 

Здесь и далее термин амплитудные составляющие применяется к части решения 

без учета экспоненциального сомножителя   ,exp qf r  или 

    ,exp 1 qf r  соответственно. Тогда матричные базисные решения для 

поставленных спектральных задач определяются так 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,B B
qr z t f r i t ikz r


      U U , 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,B B
qr z t f r i t ikz r


      E E , 

        ( , )
,

( , ) , , , exp 1 ,B
q

B r z t f r i t ikz r


      S S .             (4.5) 

Входящие в соотношения (4.5) матричные амплитудные составляющие базисных 

решений с использованием соотношений (4.4) определяются в следующем виде 

     ( , )
1

( )

0

,0,B m
m

m

r r r   






 U A Z , 

     ( , )
2

0

( ,1), ,B m

m
mr r r r   






  ZE A , 

     ( , )
2

0

( ,2), ,B m

m
mr r r r   






  ZS A  

  \ 1 0q  .                                                 (4.6) 

Здесь  ( ,0)
m
 Z  и  ( , ) ,j

m r Z   1,2j   – матрицы размерности соответственно 

3 3  и 6 3  такого вида 

       1 321 2 3( ( ))( ( )) ( ( )) ( )( ) ( ) ( , )( , ) ( , )( ,0)
1 1 1, ,m mm m

               
 Z T X XT TX , 

         1 2 21 21( ( )) ( ( ))( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )
2 2, , ,j j

m m m m
j

m r rr                 H X H XZ T T  
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   3 3 3( ,( ( )) ( ) ( )
2

, ) ( , )j
m mr       

H XT     1,2j  .                      (4.7) 

Матрицы  ( )
j
 T ,  j rA  и  ( , , )j

m r H   1,2j   в приведенных соотношениях 

определяются в (1.44), (2.4), (2.16), (2.18), (2.19). Случай 1q  в представлениях 

(4.6) исключается, поскольку в рамках рассматриваемой модели, как указано в 

ограничениях (2.91), построение решения для 1q  возможно только при 1  . 

Искомые векторные решения поставленных спектральных задач (далее 

спектральные решения) строятся в виде линейных комбинаций базисных решений 

(4.5), (4.6) с произвольными векторными коэффициентами третьего порядка. 

Вводятся следующие представления 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,S S
qr z t f r i t ikz r


      U U , 

      ( , ) ( , )
,, , , exp ,S S
qr z t f r i t ikz r 

     E E , 

        ( , ) ( , )
,, , , exp 1 ,S S
qr z t f r i t ikz r 

     S S .             (4.8) 

Здесь  ( , ) ,S r U ,  ( , ) ,S r E ,  ( , ) ,S r S  – векторные амплитудные 

составляющие решений спектральных задач 

   ( , ) ( , ) ( )

0

, ,S n B
n

n

r r   






U U B , 

   ( , ) ( , ) ( )

0

, ,S n B
n

n

r r   






E E B , 

   ( , ) ( , ) ( )

0

, ,S n B
n

n

r r   






S S B .                                 (4.9) 

В приведенных соотношениях       и  ( )

0
n

n

 


B  – подлежащие определению 

из соответствующих спектральной задаче однородных граничных условий 

собственное значение и отвечающий ему набор векторных коэффициентов 

разложения собственной векторной функции. При этом ограничения на 

собственные значения   с учетом (2.16), (2.18), (2.19). (4.2), (4.6), (4.7), (4.9) 

принимают такой вид 
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1    или   Re 1  ,  если ( )
0 3

0   B , 

0    или   Re 0  ,  если  ( )
0 3

0   B .                          (4.10) 

Далее полагается, что ряды в соотношениях (4.9) сходятся абсолютно и 

равномерно на любом отрезке  0,1r r   00 1r  . 

Из граничных условий (1.24) на радиальных участках 
( )
2G 

 с учетом (4.8) 

получается функциональное уравнение 

 ( , )

(6,2,4)
ˆ,S r    S O        0,1r .                            (4.11) 

С учетом представлений (2.19) получаются соотношения 

 ( , ,2) ( , ,2,0) 2 ( , ,2,1) ( , ,2,2)

(6,2,4),(1,2,3)

q
m m m mr r r            H H H H    0,m  ,    (4.12) 

где 

 
 

66 66

( , ,2,0)
12 11 11 13

44

0

0

1

0
m

c c

c c c kc

m

m

c

 









 

 
 

 




 


 

H , 

( , ,2,1)

44

0 0

0 0 0

0

0 0

m

kc

 

 
 
 
 
 

H ,     

66
( , ,2,2)

12

0

0 0

0 0

0

0
m

qc

qc 







 

 
 
 
  

H .       (4.13) 

Тогда на основании соотношений (4.7), (4.12) получается 

       
(6,2,4),(1,

( ,2) ( ,2,0) 2 ( ,2,1) ( ,2,2

)

)

2,3
, q

m m m mr r r           Z Z Z Z  

 0,m  ,                                                 (4.14) 

где 

     1 21 1 1 1 2 2 2 2( ) ( )( , ,2, ) ( ,( , )2 ( , ,2, ) ( ,, )
2 2

) , ,j j
m

j
m mm m

           T H XZ T H X  

 3 3 3 3 3( ) ( , ,2, ) ( , )
2

j
m m

     
T H X     0,2; 0,j m   .                    (4.15) 

Здесь    ( ) ( )
2 2 (6,2,4),(6,2,4)

    T T . Таким образом, с учетом соотношений (4.6), 

(4.14), (4.15) функциональное уравнение (4.11) переписывается так 
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      ( ,2,1)( ,2,0 ( )

0

) ( ,2,2
2

0

) ˆ
p

p
n

p n

nn n
p n p n qp nr     


 

   
 

    Z Z BZ O 

  0,1r .                                                   (4.16) 

В (4.16) полагается, что в дополнение к (4.15) выполняются также соотношения 

 ( ,2, )j
m
  Z O     0,2; 0j m  .                                (4.17) 

Требование выполнения (4.16) в точке 0r   порождает однородное уравнение 

 ( ,2,0) ( )
00

ˆ  Z B O,                                           (4.18) 

определяющее, во-первых, уравнение для искомого множества собственных 

значений   

  ( ,2,0)
0det 0  Z ,                                           (4.19) 

во-вторых, с точностью до произвольного скалярного множителя 

соответствующий каждому собственному значению векторный коэффициент  

( )
0
B . Элементы матрицы  ( ,2,0)

0
 Z  равны 

      ( ,2,0)
60 1,1
62 1 sin 2c           Z , 

       6
( ,2,0)
0 1,

6 11 66
2

2 1 sinc c c         Z , 

   ( ,2,0)
0 1,3

662 sinc k        Z , 

      ( ,2,0)
60 2,1
62 1 cos 2c           Z , 

       66
( ,2,0)
0 ,2

11 66
2

2 2 1 cosc c c           Z , 

         11 44 13 44
( ,2,0)
0 2,3

662 2 1 cosk c c c c c           Z , 

   ( ,2,0) ( ,2,0)
0 03,1 3,2

0         Z Z , 

       4
( ,2,0)
0 3,3

4 11 66 13 442 sinc c c c c         Z .           (4.20) 

В начале рассматривается случай 2  . При 1   ранг матрицы 

 ( 1,2,0)
0 2Z  равен 1. Следовательно, уравнение (4.18) имеет два линейно 
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независимых решения. С точностью до произвольного скалярного множителя 

указанные решения записываются в следующем виде 

 1 ( )( )
0 1,0,0

T B ,    2 ( )( )
0 0,1,0

T B     1 2 1   .              (4.21) 

Установлено, что собственные векторные функции, соответствующие этим 

начальным векторным коэффициентам являются нетривиальными и линейно 

зависимыми. При 0   ранг матрицы  (0,2,0)
0 2Z  равен 1. Следовательно, 

уравнение (4.18) имеет два линейно независимых решения. При этом 

установлено, что соответствующие этим двум решениям в случае 2   

 1 ( )( )
0 0,1,0

T B ,    2 ( )( )
0 0,0,1

T B     1 2 0                 (4.22) 

собственные векторные функции также являются нетривиальными и линейно 

зависимыми. Из структуры матрицы  ( ,2,0)
0 2 Z  следует, что уравнение (4.19) 

распадается на два независимых уравнения (корни 1   и 0   при 2   

кратности 1, а также 0   при 0   кратности 2 здесь учитываются) 

   sin 2 cos 2 0        1  ,                             (4.23) 

 sin 2 0        0  .                                   (4.24) 

Определяются два множества корней, порождаемых уравнениями  sin 2 0   и 

 cos 2 0   в области  0,    соответственно 

  (sin)
1

2 1
j

j



   ,       (cos)

1
1 2

j
j



    .                      (4.25) 

Тогда с учетом сделанных выше замечаний и соотношений (4.25) окончательно 

записываются представления для коэффициентов 
( )
0
B  в таком виде 

        
   

11 66

( )
0

sin 2 2 cos 2

sin 2 cos 2

0

c c


     

   

  

 

 
 

  
 






B    ( 2, )
1
   , 

     
     

( )
13 44 66 11 440

66 11 66 13 44

2 1

1 2

0

k c c c c c

c c c c c

  

 

 
 

     
 

     

B    ( 2, )
2
   .       (4.26) 
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Здесь используются два множества собственных значений, определяемые 

уравнениями (4.23) и (4.24) соответственно 

  ( 2, ) (sin) (cos)
1 1          0, 2                         (4.27) 

и 

 ( 2,0) ( 2, 2)(sin) (cos)
2 20, 2при при          .           (4.28) 

Следующим рассматривается случай 2  . Как уже отмечалось, 

уравнение (4.19) распадается на два независимых уравнения, которые в 

рассматриваемом случае имеют вид 

         2
1 1 sin 2 sin 1 2 2 0            

  R 1e1 или                                         (4.29) 

и 

 sin 0         0  .                                    (4.30) 

Отдельно рассматриваются случаи для корня уравнения (4.29) 1  , а также для 

общего корня уравнений (4.29) и (4.30) при 2   0  . Ранг матриц 

 ( 1,2,0)
0 Z    0, 2   и  (0,2,0)

0 Z   2   равен 1. Следовательно, 

уравнение (4.18) в указанных случаях имеет два линейно независимых решения. 

Как и в случае 2  , эти решения имеют вид соответственно (4.21) и (4.22). 

Установлено, что собственные векторные функции, соответствующие начальным 

векторным коэффициентам в соотношениях (4.21) и (4.22) также являются 

нетривиальными и попарно линейно зависимыми. Таким образом, для 

рассматриваемых вспомогательных спектральных задач множество собственных 

значений окончательно определяется так 

( , ) ( , )( , , )
1 2
        ,                                        (4.31) 

где 
( , )
1
   и 

  ( , )
2 1

( 1 )
j

j    



                                        (4.32) 

соответственно множества корней уравнений 
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      1 sin 2 sin 1 2 2 0             R 1e1 или        (4.33) 

и 

 sin 0        0  .                                    (4.34) 

Поскольку при выполнении (4.34) уравнение (4.33) преобразуется к виду 

   2 sin 2 0   , следовательно, справедливо утверждение 

( , ) ( , )
1 2
           2, 0, 2     .                     (4.35) 

Соответствующие собственным значениям из множества ( , , )    решения 

уравнения (4.18) с точностью до произвольного скалярного множителя 

записываются так 

   
  

11 66
( )
0

sin

sin 2

0

c c


 

  

  
 

 
 


 



B     ( , )
1
  ,                        (4.36) 

     
     

( )
13 44 66 11 440

66 11 66 13 44

2 1

1 2

0

k c c c c c

c c c c c

  

 

 
 

     
 

     

B     ( , )
2
  .          (4.37) 

Следует отметить три утверждения, справедливые при любых  0,  . 

Во-первых, уравнение (4.33) совпадает с уравнением для определения 

собственных значений в задаче статики при плоской деформации свободного на 

радиальных полуплоскостях изотропного [354, 389] клина. Во-вторых, корень 

1   уравнения (4.33), в отличие от задач статики, определяет нетривиальную 

собственную векторную функцию, порождающую отличные от нуля значения 

компонент вектора перемещений на ребре. В-третьих, множество собственных 

значений 
( , 2)
2
   и определяемое им множество собственных векторных функций 

в условно антисимметричном случае  2   соответствующего аналога в 

статическом случае не имеют. 

Уравнение (4.33) подробно исследовалось при решении задач статики для 

клиновидных областей [354]. Установлено, что это уравнение в области 
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 Re 1   имеет конечное число вещественных и счетное множество пар 

комплексно сопряженных корней. При этом для рассматриваемого диапазона 

изменения угловой меры клина  0,   в области  1 Re 1 2    уравнение 

(4.33) вообще не имеет корней, а в области  1 2 Re 0    может иметь не более 

одного вещественного корня. Условия наличия такого корня выглядят так [354] 

2    ,    если    0  , 

*    ,    если    2  ,                                  (4.38) 

где * 2.2467   – первый положительный корень уравнения 

 tan 2 2  .                                                (4.39) 

Следует отметить, что при *  , 2   корень 0   уравнения (4.33) имеет 

кратность 2, но в рамках рассматриваемой модели представления решений 

спектральных задач в виде линейных комбинаций обобщенно степенных функций 

второго линейно независимого решения спектральной задачи построить 

невозможно. Для задач статики установлено [353], что для построения указанного 

решения необходимо привлекать дополнительно модель представления решений в 

виде линейных комбинаций обобщенно степенных функций с логарифмическими 

множителями. В основу положен тот факт, что уравнения равновесия не зависят 

от параметра разделения переменных, следовательно, частная производная по 

этому параметру от любого частного решения также является решением 

указанных уравнений [353, 354]. В рассматриваемой модели распространения 

нормальных волн вдоль протяженного цилиндров секторного поперечного 

сечения уравнения (1.14), (1.16), (1.20) также не зависят от параметра разделения 

переменных   в представлениях для частных решений (4.1), (4.3), (4.4). 

Следовательно, вторая группа частных решений будет иметь такой вид 

      ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp ,j j
pr z t f r i t ikz r


        UU , 

      ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp ,j j
pr z t f r i t ikz r


      E E , 

        ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp 1 ,j j
pr z t f r i t ikz r


      S S    1,3j  .  (4.40) 
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Здесь используются амплитудные составляющие частных решений 

      ( ( ), )( , ,ln)
1

0

( ( ))
1, jjj m

m
m

r r r
      






 U A T X  

       ( ( )) ( ( ( ( ), )))
1 1lnj j j

mr
     

  T T X , 

        ( ( )) ( ( ), ,1) ( ( ), )( , ,ln)
2 2

0

, j jjj m
m m

m

r r r r
         






 E A H XT  

        ( ( ), ,( ( )) ( ( ))
2

1) ( ( ), ,1)
2

j jj j
m mr r

       
    HTHT

      ( (( ( )) ), ,1) ( ( )
2

),
ln j jj

m mr r
      

 H XT , 

        ( ( )) ( ( ), ,2) ( ( ), )( , ,ln)
2 2

0

, j jjj m
m m

m

r r r r
         






 S A H XT  

        ( ( ), ,( ( )) ( ( ))
2

2) ( ( ), ,2)
2

j jj j
m mr r

       
    HTHT

      ( (( ( )) ), ,2) ( ( )
2

),
ln j jj

m mr r
      

 H XT  

 1,3j  .                                                    (4.41) 

В соотношениях (4.41) 

( ( ), ) ( ( ), )j j
m m
     




 


X X ,       ( ( )) ( ( ))j j
n n
   

 






T T , 

   ( ( ), , ) ( ( ), , )j jn n
m mr r
     




 


H H      1,3; 1,2; 0,j n m    .        (4.42) 

Поскольку вычисление 
( ( ), )j
m
  

X  в аналитическом виде на основании явных 

рекуррентных соотношений (2.80), (2.82) – (2.84), (2.86), (2.90), (2.92) даже для 

небольших значений m является чрезвычайно трудоемким, предлагается 

методика непосредственного построения векторных коэффициентов 
( ( ), )j
m
  

X  и 

( ( ), )j
m
  X , используемых в соотношениях (4.41). В результате подстановки 

соотношений (4.40), (4.41) в систему дифференциальных уравнений движения 

(1.14) получается матричное функциональное уравнение, которое преобразуется в 

рекуррентную последовательность матричных алгебраических уравнений для 
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определения векторных коэффициентов 
( ( ), )j
m
  

X  и 
( ( ), )j
m
  X   1,3; 0,j m    

следующего вида 

( ( ), ,ln)( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,ln) ( ( ), ,2,ln) ( ( ), ,3,ln) ( ( ), ,ln)
2

jj j j j j
m m m m m qm

                
  Q X Q X Q X  

( ( ), ,ln) ( ( ), ,ln)( ( ), ,4,ln) ( ( ), ,5,ln)
2 2

ˆj jj j
m mm q m q

          
    Q X Q X O    0,1...; 1,3m j  .   (4.43) 

Здесь 

( ( ), ,ln) ˆj
n
  

X O    0n ,                                       (4.44) 

( ( ), )
( ( ), ,ln)

( ( ), )

j
j

j

n
n

n

  
  

  

 
 
  

X
X

X
    0n ,                               (4.45) 

( ( ), , ) ( ( ), , )

( ( ), , ,ln)

( ( ), , )

j j

j

j

p p
n np

n
p

n

     
  

  


 

  
  

Q Q
Q

O Q

     1,5; 0p n  , 

 1,3j  .                                                  (4.46) 

В соотношениях (4.46) 
( ( ), , )j p
n
  

Q  – квадратные матрицы третьего порядка, 

определяющиеся соотношениями (2.24). При 0m  из соотношений (4.43) 

получается уравнение 

( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,ln)
0 0

ˆj j     
Q X O    1,3j                              (4.47) 

для определения начальных векторных коэффициентов 
( ( ), ,ln)
0

j  
X  и условие 

нетривиальной разрешимости 

 ( ( ), ,1,ln)
0det 0j  

Q     1,3j  ,                                (4.48) 

которое определяет уже известное множество корней (4.1). При этом каждый 

корень из указанного множества имеет кратность 2. С учетом этого вводится 

расширенное множество допустимых значений параметров j  и j   1,6j   

j     1,6j  ,     1 4 2     ,     2 5    ,     3 6    .        (4.49) 

Тогда из уравнения (4.47) с точностью до произвольного скалярного множителя 
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определяется шесть линейно независимых начальных векторных коэффициентов 

( ( ), )
( ( ), , ,ln) 0
0

j
j j

  
    

 
  

X
X

O
,    3

( ( ), )
( ( ), , 3,ln) 0
0 ( ( ), )

0

j
j

j

j
  

  

  
 

 
 
 
 

X
X

X
   1,3j  .    (4.50) 

При этом первые три начальных векторных коэффициента определяют уже 

известные частные решения, не содержащие логарифмического сомножителя. 

Далее модель, опирающаяся на определяемые соотношениями (4.49), (4.50) шесть 

частных решений уравнений (1.14), (1.16), (1.20) в представлениях базисных 

решений для поставленных спектральных задач будет называться 

интегрированной, а в соотношениях (4.43), (4.44) и (4.46) с учетом представлений 

(4.49), (4.50) будет полагаться, что 1,6j  . 

Для  j    2,3,5,6j   рекуррентные уравнения (4.43) с учетом того, что 

        
2( ( ), ,1,ln) 22

11 44 66det 2 2 2 1 0j
m m m m m c c c
  

      Q  

 ; 10 m                                               (4.51) 

совместно с (4.44), (4.50) преобразуются в явные рекуррентные представления для 

определения последующих векторных коэффициентов 
( ( ), , ,ln)j j
m
  

X   1,m   

( ( ), , ,ln)( ( ), , ,ln) ( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,2,ln) ( ( ), , ,ln)
2

jj j j jjj j
m m m m qm

             
  X W X W X  

( ( ), , ,ln) ( ( ), , ,ln)( ( ), ,3,ln) ( , ,4,ln)
2 2

j jj jj j
m mm q m q

         
   W X W X     1,2,...m , 

 2,3,5,6j  .                                                (4.52) 

Здесь 

 
1( ( ), , ,ln) ( ( ), ,1,ln) ( ( ), , 1,ln)j j jp p

m m m
         

W Q Q    1,4; 1,p m   .      (4.53) 

Для 2j     1,4j   

          
22( ( ), ,1,ln) 2

11 44 66det 2 2 2 2 1j
m m m m m c c c
  

      Q  

 ; 10 m   .                                               (4.54) 

Значит при 2m  определитель неоднородной системы линейных уравнений, 
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порождаемой рекуррентными уравнениями (4.43), обращается в нуль. 

Следовательно, требуется отдельное рассмотрение случаев 1m , 2m  и 3m . 

Поскольку полагается, что 1q , при 1m  сразу получается 

( ( ), , ,ln)
1

ˆj j  
X O    1,4j  .                                       (4.55) 

При 2m  ранги матрицы 
( ( ), ,1,ln)
2

j  
Q   1,4j   и расширенной матрицы 

( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,2,ln) ( ( ), , ,ln) ( ( ), ,3,ln) ( ( ), , ,ln)
2 2 0 2 2,j j j j jj j

q
              


    
Q Q X Q X    1,4j   

совпадают и равняются 2. Следовательно, указанная система имеет нетривиальное 

решение, которое может быть записано так 

1
1

( ( ), )
( ( ), ,1,ln) 2
2

  
    

 
 

X
X

O
,    

1
4

1

( ( ), )
( ( ), ,4,ln) 2
2 ( ( ), )

2

  
  

  

 
 
  

X
X

X
.               (4.56) 

Здесь вектора 1( ( ), )
2
  X  определяется соотношениями (2.90). При 3m  

( ( ), , ,ln)j j
m
  

X   1,4j   вычисляются на основе явных рекуррентных представлений 

( ( ), , ,ln)( ( ), , ,ln) ( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,2,ln) ( ( ), , ,ln)
2

jj j j jjj j
m m m m qm

             
  X W X W X  

( ( ), , ,ln) ( ( ), , ,ln)( ( ), ,3,ln) ( , ,4,ln)
2 2

j jj jj j
m mm q m q

         
   W X W X     3,4,...m , 

 1,4j  .                                                (4.57) 

При этом справедливость следующих асимптотических оценок при m для 

норм матричных коэффициентов (4.53) в рекуррентных представлениях (4.52), 

(4.57) 

 ( ( ), ,1,ln) 1
13 442 1j

m m k c c
    W ,     ( ( ), ,2,ln) 1 6 1 2j

m m q
  

  W , 

  ( ( ), ,3,ln) 2
13 442 1 1j

m m q k c c
  

   W , 

 ( ( ), ,4,ln) 2 2 2 6 1j
m m q
  

   W      1,3j                     (4.58) 

обеспечивает абсолютную и равномерную сходимость разложений в (4.41) на 

любом конечном отрезке  0 1,r r r   0 10 r r   . 

Искомые векторные решения спектральной задачи ( 2, )    *   для 
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0   в рамках интегрированной модели определяются как частная производная 

по   от линейной комбинации базисных решений (4.5), (4.6) с векторными 

коэффициентами 
( )
n
B  

      ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp ,S S
qr z t f r i t ikz r


        UU , 

      ( , ,ln) ( , ,ln)
,, , , exp ,S S
qr z t f r i t ikz r 

     E E , 

        ( , ,ln) ( , ,ln)
,, , , exp 1 ,S S
qr z t f r i t ikz r 

     S S ,         (4.59) 

где 

      ( , ,ln) ( , ) ( ) ( , ) ( )

0

, , ,S n B n B
n n

n

r r r      


 



  U U B U B , 

      ( , ,ln) ( , ) ( ) ( , ) ( )

0

, , ,S n B n B
n n

n

r r r      


 



  E E B E B , 

      ( , ,ln) ( , ) ( ) ( , ) ( )

0

, , ,S n B n B
n n

n

r r r      


 



  S S B S B .             (4.60) 

В соотношениях (4.60) 
( )
n
B  – векторные коэффициенты, определяемые на 

основании соотношений (4.16), (4.36) при *  , 2  , 0  ; 

   ( , ) ( , ), ,n B n Br r  


 
 


U U ,      ( , ) ( , ), ,n B n Br r  


 

 


E E , 

   ( , ) ( , ), ,n B n Br r  


 
 


S S ,   

( ) ( )
n n
 




 


B B .                     (4.61) 

Поскольку вычисление 
( )
n
B  в аналитическом виде, как это будет показано ниже, 

даже для небольших значений n является чрезвычайно трудоемким, предлагается 

методика непосредственного построения векторных коэффициентов 
( )
n
B  и 

( )
n
B . 

На основе шести линейно независимых частных решений (4.40), (4.41), 

построенных в рамках интегрированной модели и определяемых 

вспомогательными соотношениями (4.44), (4,46), (4.49), (4.50), (4.52), (4.53), (4.55) 

– (4.57), по аналогии с соотношениями (4.5) – (4.7) определяются базисные 

решения для спектральной задачи 
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      ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp ,B B
qr z t f r i t ikz r


        UU , 

      ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp ,B B
qr z t f r i t ikz r


      E E , 

        ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp 1 ,B B
qr z t f r i t ikz r


      S S ,        (4.62) 

где 

     ( , ,ln ( ,0,ln)
1

0

),B m
m

m

r r r   






 U A Z , 

     ( , ,ln)
2

( ,1,ln)

0

,,
m

m
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  ZE A , 

     ( , ,ln)
2

( ,2,ln)

0

,,
m

m
B mr r r r  






  ZS A  

  \ 1 0q  .                                                (4.63) 

В представлениях (4.63)  ( ,0,ln) ,m r Z  и  ( , ,ln) ,j
m r Z   1,2j   – матрицы 

размерности соответственно 3 6  и 6 6  следующего вида 

         ( ,0,ln) ( ,0) ( ,0) ( ,0), , lnm m m mr r         Z Z Z Z , 

         ( , ,ln) ( , ) ( , ) ( , ), , , , ln ,j j j j
m m m mr r r r r         Z Z Z Z    1,2j  ,  (4.64) 

где 

   ( ,0) ( ,0)
m m
  




 


Z Z ,      ( , ) ( , ), ,j j
m mr r  




 


Z Z    1,2j  .      (4.65) 

Тогда искомые второе векторные решения спектральной задачи для кратного 

собственного значения 0   при *   и 2   в рамках интегрированной 

модели строится в виде линейной комбинации базисных решений (4.62), (4.63) с 

произвольными векторными коэффициентами шестого порядка в таком виде 

      ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp ,S S
qr z t f r i t ikz r 

       UU , 

      ( , ,ln) ( , ,ln)
,, , , exp ,S S
qr z t f r i t ikz r


     E E , 

        ( , ,ln) ( , ,ln)
,, , , exp 1 ,S S
qr z t f r i t ikz r 

     S S    0  ,   (4.66) 
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где  ( , ,ln) ,S r U ,  ( , ,ln) ,S r E ,  ( , ,ln) ,S r S  – векторные амплитудные 

составляющие 

   ( , ,ln) ( , ,ln) ( ,ln)

0

, ,S n B
n

n

r r   






U U B , 

   ( , ,ln) ( , ,ln) ( ,ln)

0

, ,S n B
n

n

r r   






E E B , 

   ( , ,ln) ( , ,ln) ( ,ln)

0

, ,S n B
n

n

r r   






S S B     0  .                    (4.67) 

В представлениях (4.67)  ( ,ln)

0
n

n

 


B   0   – искомый набор векторных 

коэффициентов. Из граничных условий (1.26) на радиальных участках 
( )
2G 

 с 

учетом (4.66) получается функциональное уравнение 

 ( , ,ln)

(6,2,4)
ˆ,S r    S O     0,1 , 0r   ,                         (4.68) 

из которого с использованием соотношений (4.14) – (4.16), (4.67) получается 

уравнение 

      ( ,2,1,ln) ( ,ln)( ,2,0,ln) ( ,2,2,ln)

0 0
2

ˆnn n
p n p n q

p
p

np
p n

nr     


 

 
       Z Z BZ O 

  0,1 , 0r   .                                                (4.69) 

Здесь  ( ,2, ,ln)j
m
 Z  – матрицы размерности 3 6  такого вида 

 ( ,2, ,ln)j
m
  Z O     0m , 

         ( ,2, ,ln) ( ,2, ) ( ,2, ) ( ,2, ), lnj j j j
m m m mr         Z Z Z Z     0m  

 0,2j .                                                    (4.70) 

С учетом соотношений (4.70) уравнение (4.69) переписывается в виде 

      ( ,2,1,ln,*)( ,2,0,ln,*) ( ,2,2,ln,*)
2

( ,ln)

0 0

ˆnn n
p n p n

p

p n
q np n

pr       
   



 

   Z Z B OZ  

  0,1 , 0r   .                                               (4.71) 
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где   ( ,2, ,ln,*)j
m
 Z  – матрицы размерности 6 6  следующего вида 

 ( ,2, ,ln,*)j
m
  Z O     0m , 

 
   

 

( ,2, ) ( ,2, )
( ,2, ,ln,*)

( ,2, )

j j
m mj

m j
m

 




 




 
 
  

Z Z
Z

O Z
    0m  

 0,2j .                                                    (4.72) 

Из условия выполнения (4.71) в точке 0r  , как и в случае модели не 

учитывающей логарифмические множители,  получается однородное уравнение 

 ( ,2,0,ln,* (
0

, )) ln
0

ˆ  B OZ     0  ,                                  (4.73) 

определяющее уравнение, корнем которого является 0   при *   и 2   

     
2( ,2,0,ln,*) ( ,2,0)

0det det 0m
   Z Z     0  ,                     (4.74) 

а также с точностью до произвольного скалярного множителя соответствующий 

собственному значению 0    *, 2      векторный коэффициент 
(0,ln)
0B  

( )
0(0,ln) 0

0
(0)
0




 
 
 
 

B
B

B
    *, 2     .                           (4.75) 

Здесь 
( )
0
B  определяется соотношением (4.36). 

С учетом рассмотренных двух моделей представления решений 

поставленных спектральных задач упорядоченное по возрастанию вещественной 

части корня множество 
( , )
1
   может быть окончательно представлено так 

   ( , )
1 1 1

,
p

j j jj j p

    


  
   ,       1Re Rej j       2,j  , 

 Im 0j      1,j p ,      Im 0j      1,j p   .                 (4.76) 

В соотношениях (4.76) в случае *  , 2   учитывается кратный (кратность 

2) корень 0   уравнения (4.33). Во всех остальных случаях кратных корней во 

множестве 
( , )
1
   нет. 

Дальнейшие шаги по определению векторных коэффициентом 
( )
n
B  и 

( ,ln)
n
B  
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 *, 2, 0        для 1,n  связаны с решением функциональных 

уравнений соответственно (4.11) либо (4.16) и (4.71). Поскольку выполняется 

соотношение (4.35), значит 

  ( ,2,0)
0det 0n  Z ,    ( ,2,0,ln,*)

0det 0n  Z    ( , )
1 ; 1,n    .    (4.77) 

Покажем, что для 
( , )
1
    решения уравнений (4.16) и (4.71) могут быть 

построены в области  0,r  . Уравнение (4.16) на спектре 
( , )
1
   с учетом 

соотношений (4.77) преобразуется в рекуррентную последовательность уравнений 

следующего вида 

       ( )( ,2,1)( ,2,0) ( ,2,2)
2

0

ˆpp p
n p n p qn p

n

p
p

     
  


   Z B OZ Z    1,2,...n .    (4.78) 

Тогда искомые векторные коэффициенты 
( )
n
B  с учетом представлений (4.36) для 

начального векторного коэффициента 
( )
0
B  определяются из явных рекуррентных 

соотношений 

         1( ,2,0) ( ,2,1)( ,2,0) ( ,2,2)
0

1
( ) ( )

0
2

n pp p
n p n p qn p

n

n p
p

      
  






    Z Z Z BZB  

 1,2,...n ,     ( , )
1
  .                                     (4.79) 

Соответственно векторные коэффициенты 
(0,ln)
nB  с учетом представлений (4.75) 

определяются из полученных аналогичным образом явных рекуррентных 

соотношений 

    
1( ,2,0,ln,*)

1
( ,ln)

0

( ,2,0,ln,*)
0

n
p

n pn
n

p

   
 




  B Z Z  

   ( ,2,1,ln,*) ( ,ln( ,2,2,ln,*
2

))
p

p p
n p qn p

   
   Z Z B  

 1,2,...n ,    *, 2, 0       .                            (4.80) 

Утверждение 1. Для 
( , )
2
      0, 2   построить решение уравнений 

(4.16) в области  0,r   не представляется возможным. 
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Доказательство. Для 
( , )
2
      0, 2   справедливо соотношение 

    sin sinn n      .                                  (4.81) 

Следовательно, если положить, что p s  , где p s  ,p s  рациональное 

число, получается     sin sinn np s      . Значит 

  ( ,2,0)
0det 0n  Z      (2); ; 1,n sj j     .                  (4.82) 

Таким образом, на каждом шаге jn sj   1,j    неоднородная система 

линейных уравнений (4.78), будет иметь вырожденную матрицу. Если же 

положить, что   , где   иррациональное число, то на основании теоремы 

Гурвица [186] для каждого иррационального числа   существует бесконечное 

множество решений  ,p s  неравенства 

 21 5p s s      ,p s .                                 (4.83) 

Указанное множество решений может быть упорядоченно так 

  
1

,j j
j

p s



 ,    1j js s      2,j  .                          (4.84) 

Тогда на основании (4.81) при j jn s  получается 

 5j j jn p n        1,j   .                              (4.85) 

Поскольку функция  sin x  на интервале  0, 5x   является возрастающей, 

следовательно, справедливо неравенство 

    sin sin 5j j jn p n        1,j   ,                     (4.86) 

а, значит, и неравенство 

    sin sin 5j jn n      1,j   .                           (4.87) 

С учетом (4.81) получается оценка 

     sin sin 5j jn n          1,j                         (4.88) 

из которой сразу следует, что 
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  ( ,2,0)
0det jn

jn


 


Z     (2); ; 1,j jn s j    .             (4.89) 

Здесь   – фиксированная постоянная. Таким образом, если (2)  , то в 

последовательности рекуррентных уравнений (4.78) выделяется 

подпоследовательность j jn s   1,j    для которой справедливо 

  ( ,2,0)
0det 0jn

j







Z .                                     (4.90) 

С целью определения коэффициентов 
( )
n
B   1,n   для 

( , )
2
    

однородное функциональное уравнение (4.11) с учетом соотношений (4.9) при 

заданных соотношением (4.36) значениях коэффициента 
( )
0
B  преобразуется в 

неоднородное функциональное уравнение следующего вида 

   ( , ) ( , ) ( )( )
0* *

1

, ,n B B
n

n

r r   






S B S B       0,1r .                (4.91) 

Здесь    ( , ) ( , )
* (6,2,4),(1,2,3), ,B Br r  S S  – квадратные матричные функции третьего 

порядка. Для построения решения уравнения (4.91) применяется интегральный 

метод наименьших квадратов. В разложениях (4.9) и, соответственно, (4.91) 

ограничивается числом N  верхний предел суммирования. Тогда из уравнения 

(4.91) с учетом представления (4.36) получается неоднородная система линейных 

уравнений для определения элементов искомых векторных коэффициентов 
( )
n
B  

 1,n N  следующего вида 

JF K.                                                      (4.92) 

Здесь J  и F,K – соответственно матрица и вектор-столбцы клеточной структуры 

         

         

( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( , )
* * * *

( , ) ( 1, ) ( , ) ( , )
* * * *

, , , ,

, , , ,

T TB B B N B

T TN B B N B N B

r r r r

r r r r

   

   

   

   

   

   

 
 
 

 
 
 
  

S S S

S S S

J

S

S

, 
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( )
1

( )
N





 
 

 
 
 

B

B

F ,    

    

    

( 1, ) ( , ) ( )
0* *

( , ) ( , ) ( )
0* *

, ,

, ,

TB B

TN B B

r r

r r

  

  

 

 





 
 
 

 
 
 
  

S S B

S S B

K .           (4.93) 

В приведенных соотношениях используется интегральный оператор 

   
1

0

f r f r dr .                                           (4.94) 

 

4.2. Постановка и решение вспомогательных спектральных задач для 

волноводов с жестко закрепленной граничной поверхностью 

 

Ставятся две вспомогательные спектральные задачи ( , )u   0, 2   – 

построить для заданного типа симметрии волновых движений 0   и 2   

множества решений уравнений (1.14), (1.16), (1.20), удовлетворяющие 

однородным условиям жестко закрепленных радиальных участков 
( )
2G 

 (1.27) 

граничной поверхности 2G  (1.9) волновода, занимающего область 2V  (1.4) 

(Рисунок 1.2). 

Из граничных условий (1.27) с учетом представлений (4.8) получается 

функциональное уравнение 

 ( , ) ˆ,S r  U O        0,1r .                                   (4.95) 

На основании соотношений (4.6), (4.7), (4.9) уравнение (4.95) переписывается так 

  ( ),

0 0

( 0) ˆn
p

p
p n

p
n

n

r  









  BZ O      0,1r .                         (4.96) 

Из условия выполнения (4.96) в точке 0r   получается однородное уравнение 

 ( ,0)
00
( ) ˆ  BZ O,                                            (4.97) 

определяющее уравнение для нахождения, удовлетворяющего ограничениям 

(4.10) множества собственных значений   
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  ( ,0)
0det 0  Z ,                                            (4.98) 

а также получаемый с точностью до произвольного скалярного множителя 

соответствующий каждому собственному значению начальный векторный 

коэффициент 
( )
0
B  в разложениях (4.9) собственных векторных функций. 

Элементы матрицы  ( ,0)
0
 Z  равны 

    ( ,0)
0 1,1

cos 2         Z ,         ( ,0)
0 1,

66 1
2

12 cosc c          Z , 

   ( ,0)
0 1,3

cosk       Z ,       ( ,0)
0 2,1

sin 2         Z , 

      ( ,0)
0 2,

11 6
2

62 sinc c          Z ,      ( ,0)
0 2,3

sink       Z , 

   ( ,0) ( ,0)
0 03,1 3,2

0         Z Z , 

       ( ,0)
0 3,3

11 66 13 442 cosc c c c        Z .               (4.99) 

В начале, как и для спектральных задач ( , )  , рассматривается случай 

2  . При 1   ранг матрицы  ( 1,0)
0 2Z  равен 1. Однако с учетом 

ограничений (4.10) уравнение (4.97) имеет только одно допустимое решение, с 

точностью до произвольного скалярного множителя записанное в следующем 

виде 

 
( )( 1)

11 660 , cos 2 ,0
T

c c      B .                               (4.100) 

Установлено, что соответствующая этому начальному коэффициенту собственная 

векторная функция являются тривиальной. При 0   и 2   ранг матрицы 

 (0,0)
0 2Z  равен 1. Следовательно, уравнение (4.97) имеет два линейно 

независимых решения, которые с точностью до произвольного скалярного 

множителя записываются так 

 1 ( )( )
110 2 , 1,0

T
c  B ,   2

( )( )
0 ,0,1

T
k   B     1 2 0   .             (4.101) 

Установлено, что соответствующая второму начальному коэффициенту в 

соотношениях (4.101) собственная векторная функция являются тривиальной. Из 
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структуры матрицы  ( ,0)
0 2 Z  следует, что уравнение (4.98) распадается на два 

независимых уравнения, которые с учетом сделанных замечаний записываются в 

таком виде 

   sin 2 cos 2 0        1                              (4.102) 

и 

 cos 2 0        0  .                                  (4.103) 

Определяются два множества корней, порождаемых уравнениями  sin 2 0   и 

 cos 2 0   в области  0,    соответственно 

 (sin)
1

2
j

j



  ,       (cos)

1
1 2

j
j



    .                        (4.104) 

На основании соотношений (4.104) окончательно определяются два множеств 

собственных значений, порождаемых уравнениями (4.102) и (4.103) 

соответственно 

  ( 2, ) (sin) (cos)
1 0                                    (4.105) 

и 

 ( 2,0) ( 2, 2,)(cos) (sin)
2 20, 2при при          .          (4.106) 

Определяются также с точностью до произвольного скалярного множителя 

соответствующие множествам собственных значений (4.105) и (4.106) решения 

уравнения (4.97) 

         
   

66 11 11 66

( )
0

cos 2 sin 2

cos 2 sin

2 2

0

2

c c c c


   

   

     



    
 

 
 






B  

 ( 2, )
1
                                                   (4.107) 

и 

  

( )
0

11 66

0

2

k

c c



 

 
 

 
   

B       ( 2, )
2
   .                          (4.108) 
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Следующим рассматривается случай 2  . Уравнение (4.98) с учетом 

(4.10), (4.99) распадается на два независимых уравнения следующего вида 

      1 sin 2 sin 1 2 2 0          , 

   11 66 11 66c c c c           Re 1                          (4.109) 

и 

 cos 0         0  .                                     (4.110) 

В уравнениях (4.109) и (4.110) исключаются корни соответственно 1   и 0  , 

поскольку установлено, что соответствующие им собственные векторные 

функции тривиальны. Здесь также учитываются ограничения (4.10) и полученные 

на основании (4.97) значения для начальных векторных коэффициентов 
( )
0
B  

    
  

66 11

( )
0

cos

cos 2

2

0

c c


 

 







  

  
 

 
 
 

B      ( , )
1
                 (4.111) 

и 

  

( )
0

11 66

0

2

k

c c



 

 
 

 
   

B      ( , )
2
  .                         (4.112) 

В соотношениях (4.111) и (4.112) представления для 
( )
0
B  приведены с точностью 

до произвольного скалярного множителя. В указанных соотношениях также 

используются два, определяемые из уравнений (4.109) и (4.110) множества 

собственных значений соответственно 
( , )
1
   и 

  ( , )
2 1

2
j

j     



    .                                   (4.113) 

Таким образом, для вспомогательных спектральных задач ( , )u    0, 2   

множество собственных значений окончательно определяется так 

( , ) ( , )( , , )
1 2

u        .                                        (4.114) 

Поскольку при выполнении (4.110) уравнение (4.109) преобразуется к виду 
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         11 11 12 11 12 11 124 sin 2 03c c c c c c c     ,          (4.115) 

следовательно, в рассматриваемом случае 2   для множеств собственных 

значений 
( , )
1
   и 

( , )
2
   также выполняется соотношение (4.35). 

Следует отметить, что уравнение (4.109) совпадает с уравнением для 

определения собственных значений в задаче статики при плоской деформации 

жестко закрепленного на радиальных полуплоскостях клина, а множество 

собственных значений 
( ,0)
2
  и соответствующий ему набор собственных 

векторных функций в случае условно симметричных волновых движений  0  , 

как и в случае спектральных задач ( , )   не имеют соответствующего аналога в 

статическом случае. 

Уравнение (4.109) для  0,1  также подробно исследовалось при решении 

задач статики для клиновидных областей. Установлено, что это уравнение для 

указанного диапазона изменения параметра   в области  Re 1   имеет 

конечное число вещественных и счетное множество пар комплексно 

сопряженных корней. При этом в рассматриваемом диапазоне угловой меры 

клина  0,   в области  1 Re 1 2    уравнение (4.109) корней вообще не 

имеет, а в области  1 2 Re 0    может иметь не более одного вещественного 

корня. Условие наличия указанного корня выглядит так [354]: 

2    ,   если   0     и    0,1 ,   либо   2     и    0,1 , 

*    ,   если   0     и   1  .                               (4.116) 

Здесь *  – первый положительный корень уравнения (4.39). Как и в случае 

спектральной задачи ( 2, )    *  , при *  , 0   и 1   для построения 

второго линейно независимого решения, соответствующего кратному корню 

0   уравнения (4.109), также необходимо привлекать модель, учитывающую 

наличие в искомых решениях обобщенно степенных функций с логарифмическим 

множителем [353, 354]. Указанная интегрированная модель определяется 

соотношениями (4.40) – (4.67). 
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Из граничных условий (1.27) на радиальных участках 
( )
2G 

 с учетом (4.66) 

получается функциональное уравнение 

 ( , ,ln) ˆ,S r  U O        0,1 , 0r   ,                            (4.117) 

которое с учетом соотношений (4.67) преобразуется в уравнение 

  (( ,0,ln) ,ln)

0 0

ˆ
p

p
n

p n

n
p nr  










  BZ O      0,1 , 0r   .             (4.118) 

Здесь  ( ,0,ln)
m
 Z  – матрицы размерности 3 6  такого вида 

 ( ,0,ln)
m
  Z O     0m , 

         ( ,0,ln) ( ,0) ( ,0) ( ,0), lnm m m mr         Z Z Z Z    0m .     (4.119) 

Наконец, с учетом соотношений (4.119) уравнение (4.118) записывается так: 

  ( ,l( ,0,l n)n

0 0

,*) ˆ
p

p
n

n
p

p n
nr  




 

  BZ O     0,1 , 0r   .            (4.120) 

Здесь  ( ,0,ln,*)
m
 Z  – матрицы размерности 6 6  следующего вида 

 ( ,0,ln,*)
m
  Z O     0m , 

 
   

 

( ,0) ( ,0)
( ,0,ln,*)

( ,0)

m m
m

m

 




 




 
 
  

Z Z
Z

O Z
    0m .                 (4.121) 

Из условия выполнения (4.120) в точке 0r   получается однородное уравнение 

 ( ,0,ln, ( ,ln)*
0 0

) ˆ  BZ O    0  ,                                (4.122) 

определяющее уравнение, корнем которого является 0   при *  , 0   и 

1   

     
2( ,2,0,ln,*) ( ,2,0)

0det det 0m
   Z Z     0  ,                   (4.123) 

а также с точностью до произвольного скалярного множителя соответствующий 

собственному значению 0    *, 0, 1       векторный коэффициент 

( )
0( ,ln)

0 ( )
0






 
 
  

B
B

B
    *0, , 0, 1        .                    (4.124) 
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Здесь 
( )
0
B  определяется соотношением (4.111). 

Таким образом, с учетом рассмотренных двух моделей представления 

решений спектральных задач ( , )u   0, 2  , как и для спектральных задач 

( , )    0, 2  , упорядоченное по возрастанию вещественной части корня 

множество 
( , )
1
   может быть окончательно представлено соотношением (4.76) в 

котором при *  , 0  , 1   учитывается кратный (кратность 2) корень 0   

уравнения (4.109). 

Искомые множеств векторных коэффициентов коэффициентом  ( )

0
n

n

 


B  и 

 ( ,ln)

0
n

n

 


B   *, 0, 1, 0         строятся в результате решения 

функциональных уравнений соответственно (4.95) либо (4.96) и (4.120) с учетом 

представлений для начального векторного коэффициента (4.111). На основании 

соотношения 

  ( ,0)
0det 0n  Z ,    ( ,0,ln,*)

0det 0n  Z    ( , )
1 ; 1,n    ,    (4.125) 

как и в случае спектральных задач ( , )    0, 2  , для собственных значений 

из множества 
( , )
1
   искомые векторные коэффициенты 

( )
n
B  и 

( ,ln)
n
B   0,n   c 

с учетом представлений (4.111) и (4.124) определяются из полученных на 

основании уравнений (4.96) и (4.120) явных рекуррентных соотношений 

    
1( ,0

1
( ) ( )( , )

0
0

) 0
n

n p
p p

n p
p

   
 







 Z BZB    1,2,...n ,   ( , )
1
  ,   (4.126) 

    
1( ,0,ln,*

1
( ,ln) ( ,ln) ( ,0,ln*

0
0

), )
n

n
p

pn p
p

p   
 







 Z BZB  

 1,2,...n ,   *, 0, 1, 0        .                        (4.127) 

При этом, определяемые соотношениями (4.126) и (4.127) векторные 

коэффициенты в разложениях собственных функций (4.9) и (4.67) обеспечивают 

справедливость уравнений (4.96) и (4.120) в области  0,r  . 
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Утверждение 2. Для 
( , )
2
      0, 2   построить решение уравнений 

(4.96) в области  0,r   не представляется возможным. 

Доказательство данного утверждения аналогично доказательству, приведенному 

при рассмотрении спектральных задач ( , )     0, 2  . При этом в процессе 

доказательства вместо соотношений (4.81), (4.82), (4.88) используются 

соответственно соотношения 

    cos sinn n      ,                                  (4.128) 

  ( ,0)
0det 0n  Z      (2); ; 1,n sj j     ,                  (4.129) 

     cos sin 5j jn n          1,j   ,                   (4.130) 

а в соотношениях (4.89), (4.90) вместо  ( ,2,0)
0

jn



Z  используется  ( ,0)

0
jn




Z . 

Методика построения решения уравнения (4.95) на множестве 
( , )
2
  , как и 

в случае спектральных задач ( , )    0, 2  , проводится с использованием 

интегрального метода наименьших квадратов. В разложениях (4.9) 

ограничивается верхний предел суммирования значением N . В результате 

для определения элементов искомых векторных коэффициентов 
( )
n
B   1,n N  

получается неоднородная система линейных уравнений (4.92) в которой матрица 

J  и вектор-столбец K имеют следующий вид 

         

         

( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( , )

( , ) ( 1, ) ( , ) ( , )

, , , ,

, , , ,

T TB B B N B

T TN B B N B N B

r r r r

r r r r

   

   

   

   

   

   

 
 
 

 
 
 
  

U U U U

U U U

J

U

, 

    

    

( )( 1, ) ( , )
0

( )( , ) ( , )
0

, ,

, ,

TB B

TN B B

r r

r r

 

 

 

 





 
 
 

 
 
 
  

U U B

U U B

K .                       (4.131) 
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4.3. Получение дисперсионных соотношений 

 

Рассмотренные в данном разделе математические модели волновых 

процессов в протяженных цилиндрах секторного поперечного сечения из 

трансверсально изотропных материалов наряду с выполненными для 

построенных решений поставленных четырех вспомогательных спектральных 

задач соответствующих однородных граничных условий на радиальных участках 

граничной поверхности включают также соответствующие однородные условия 

на цилиндрическом участке граничной поверхности. Поскольку множества 

решений каждой спектральной задачи ( , )   и ( , )u  построены независимо для 

двух типов симметрии волновых движений относительно биссекторной 

полуплоскости 0   и 2  , следовательно, постановка дисперсионных задач 

для указанных типов симметрии также реализуется независимо. 

Известно [96], что определяемые бесконечными множествами собственных 

значений ( , , )    либо ( , , )u     0, 2   наборы решений эллиптических 

спектральных задач соответственно ( , )   либо ( , )u    0, 2   обладают 

трехкратной полнотой, обеспечивающей возможность удовлетворить любым трем 

граничным условиям на цилиндрическом участке граничной поверхности 

волновода. Исходя из этого, ставятся четыре независимые дисперсионные задачи 

( , )D    и ( , )uD    0, 2  : на множестве решений соответствующей 

спектральной задачи ( , )   либо ( , )u    0, 2   в виде их линейной 

комбинации с произвольными скалярными коэффициентами построить решения 

(далее дисперсионные решения), удовлетворяющие однородным граничным 

условиям на цилиндрическом участке граничной поверхности 
(1)
2G  

соответственно (1.26) либо (1.27). Из соотношений (4.38) и (4.116) 

непосредственно следует, что при угловой мере 2   сектора в поперечном 

сечении свободного либо жестко закрепленного волновода сингулярность в поле 

напряжений на ребре   0, ,r z    не возникает. Значит, можно сделать 
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вывод об отсутствии сингулярности в поле напряжений на двух других ребрах 

волновода   1, , ,r z     . Этот факт позволяет утверждать, что 

любую заданную точность удовлетворения дисперсионными решениями 

граничных условий на цилиндрическом участке граничной поверхности 
(1)
2G  

соответственно (1.26) либо (1.27) можно обеспечить линейной комбинацией 

конечного подмножества решений соответствующих вспомогательных 

спектральных задач. Исходя из этого при решении поставленных дисперсионных 

задач с учетом соотношений (4.8), (4.9), (4.59), (460) вводятся следующие 

представления 

      ( )
,

( ) , , , exp ,D
q

D r z t f r i t ikz r      U U , 

      ( ) ( )
,, , , exp ,D D
qr z t f r i t ikz r     E E , 

        ( ) ( )
,, , , exp 1 ,D D
qr z t f r i t ikz r      S S .           (4.132) 

Амплитудные составляющие дисперсионных решений в соотношениях (4.132) 

определяются так: 

   ( ) ( )

1

, ,
M

D S
m m

m

r b r 


Φ F ,                                    (4.133) 

где 

   
(1)( , )( ) , ,m SS

m r r F Φ     11,m p , 

   
(1)

1
1

( , )( ) , ,p m SS
p m r r


 

 F Φ     21,m p , 

   
(1)

1
1 2

( , )( ) , ,p m SS
p p m r r


 

  F Φ     21,m p , 

   
(2)

1 2

( , )( )
2 , ,m SS

p p m r r   F Φ     31,m p .                      (4.134) 

Здесь mb    1,m M  – искомые коэффициенты; 
(1)
m    11,m p  – 

вещественные собственные значения из множества 
( , ) ( , , )
1

p      

    0, 2 ; ,p u    ; 
1

(1)
p m     21,m p  – лежащие в первой четверти 
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комплексные корни из множества 
( , ) ( , , )
1

p          0, 2 ; ,p u    ; 

(2)
m    31,m p  – корни из множества 

( , ) ( , , )
2

p      

    0, 2 ; ,p u    ; 1p  и 2p  – количество соответственно вещественных и 

используемых комплексных (из первой четверти) корней множества 

( , ) ( , , )
1

p          0, 2 ; ,p u    ; 3p  – количество используемых корней 

множества 
( , ) ( , , )
2

p          0, 2 ; ,p u    ; 1 2 32M p p p    – общее 

количество решений соответствующей спектральной задачи, используемых в 

искомом дисперсионном решении. В соотношениях (4.133), (4.134) для имени 

амплитудной составляющей векторного спектрального и дисперсионного 

решений используется унифицированное обозначение  , ,Φ UES , при этом в 

случае дисперсионных задач ( 2, )D    *   или (0, )uD   *, 1     для 

кратного вещественного собственного значения 0   из множества 

соответственно * *( , 2) ( , 2, )
1
       или * *( ,0) ( ,0, )

1
u    в соотношениях (4.134) 

помимо векторных функций  
(1)( , ) ,m S r Φ  присутствуют также определяемые в 

рамках интегрированной модели векторные функции  
(1)( , ,ln) ,m S r Φ . 

Следует отметить, что при k  для любых    справедливыми 

являются соотношения 

   ( , ) ( , ), ,S Sr r  Φ Φ ,      ( , ,ln) ( , ,ln), ,S Sr r  Φ Φ .         (4.135) 

Следовательно, при решении поставленных дисперсионных задач в случае 

исследования бегущих нормальных волн в представлениях амплитудных 

составляющих дисперсионных решений (4.133) допустимо полагать, что mb   

 1,m M . Тогда вместо (4.134) должны использоваться следующее соотношения 

   
(1)( , )( ) , ,m SS

m r r F Φ     11,m p , 

   
(1)

1
1

( , )( ) , Re ,p m SS
p m r r


 



 
  

 
F Φ     21,m p , 
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(1)

1
1 2

( , )( ) , Im ,p m SS
p p m r r


 

 

 
  

 
F Φ     21,m p , 

   
(2)

1 2

( , )( )
2 , ,m SS

p p m r r   F Φ     31,m p .                      (4.136) 

Для решения поставленных дисперсионных задач применяется 

интегральный метод наименьших квадратов. Получается однородная система 

линейных алгебраических уравнений 

JB O.                                                    (4.137) 

Здесь B – вектор-столбец c элементами   mm
bB   1,m M ; J  квадратная 

матрица с сингулярными числами  , элементы которой в случае соотношений 

(4.133), (4.134) либо (4.133), (4.136) имеют соответственно вид 

     ( ) ( )
3

,
10

1, 1,S S
m nmn jjj

d


 


           
 F FJ       , 1,m n M ;           (4.138) 

     ( ) ( )
3

,
10

1, 1,S S
n j

j
mmn j

d


 


 
         

 
J F F       , 1,m n M .           (4.139) 

Целевое дисперсионное соотношение 
 

    (min) (max)

,
min , ,
k

k k 


  . 

 

4.4. Результаты численных экспериментов 

 

При проведении численных экспериментов значение параметра   

рассматривалось как фиксированное 1 2  , а в качестве радиально 

неоднородного материала волновода выбирался введенный в рассмотрение в п.п. 

2.4 трансверсально-изотропный материал М1. 

Расчет фрагментов спектров бегущих нормальных волн проводился для 

значения углового параметра 97 113   в дисперсионной задаче (0, )D   при 

диапазонах изменения нормализованной частоты  1 0;9tac    и 

нормализованного волнового числа  0;2,5ka , а также в дисперсионной задаче 

(0, )uD  соответственно при  1 0;12tac    и  0;3ka . Нормирующие параметры 
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a и tc , имеющие соответственно размерности длины и скорости, для всех 

вариантов расчетов имеют фиксированное значение *a R  и *tc c  . 

В результате получено описание ряда эффектов, обусловленных 

варьированием параметров неоднородности на структуру и свойства 

анализируемых дисперсионных спектров. Ниже представлены результаты 

сравнительного анализа дисперсионных спектров бегущих нормальных волн S -

типа  0   в неоднородных     , ln 3 2 ,2q   и однородных    , 0,0q   

цилиндрах с круговым сектором в поперечном сечении указанной угловой меры. 

Спектры для неоднородного (сплошная линия) и однородного (пунктирная линия) 

волноводов со свободной  (0, )D   и жестко закрепленной  (0, )uD  граничной 

поверхностью представлены соответственно на Рисунке 4.1 и Рисунке 4.2. 

 
 

Рис. 4.1. Рис. 4.2. 

Установлено, что для рассматриваемых волноводов со свободной границей в 

низкочастотном длинноволновом диапазоне нормальные волны низшей моды с 

нулевой частотой запирания по форме являются квазиизгибными, а волны второй 

моды с нулевой частотой запирания – квазипродольными. Дисперсионные 

спектры для однородного и неоднородного цилиндров по топологической 

структуре имеют высокие степени подобия в обоих случаях задания краевых 

условий. Для анализа локальных количественных различий в поведении 

отдельных мод полученных спектров используется рассматривавшаяся в 
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предшествующих разделах функция сравнения (2.156) для мод с одинаковыми 

номерами в соответствующих сопоставляемых спектрах. Результаты для 

сравниваемых пар волноводов "неоднородный – однородный цилиндр" 

представлены на Рисунке 4.3 и Рисунке 4.4. Порядковый номер сопоставляемых 

мод указывается в подрисуночных надписях с соответствующим типом линий. 

  

Рис. 4.3. Рис. 4.4. 

В качестве общей тенденции отмечается, что для неоднородного волновода 

со свободной границей высшие моды спектра, начиная со второй, сохраняя 

подобие траекторий, расположены выше дисперсионных кривых для однородного 

свободного цилиндра, и соответственно, нормальные волны одинаковой длины в 

неоднородном цилиндре имеют относительно большие скорости, а для цилиндров 

с закрепленной граничной поверхностью описанная тенденция для всех 

исследованных мод меняется на противоположную. Сохраняется также эффект 

различных типов влияния неоднородности на сопоставительные показатели 

отличия для мод однородных и неоднородных волноводов на участках сближения 

и расталкивания дисперсионных кривых. Например, это первая и вторая моды в 

свободном волноводе на участке  2,4;2,5ka , вторая и третья моды на участке 

 1,7;1,8ka . 

Ниже на Рисунках 4.5 – 4.7 представлены примеры анализа кинематических 

характеристик нормальных волн в неоднородных волноводах, осуществляемого 

на базе расчетов форм амплитудных распределений компонентов вектора 

волновых перемещений по области сечения цилиндра с закрепленной граничной 
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поверхностью  (0, )uD  для волны с параметрами 0.2k  , 6.59678366  из 

низшей моды спектра при     , ln 3 2 ,2q  . Графики масштабированы по 

условию  ( )

1
0.7,1,0,0 1D   U . 

   

Рис. 4.5. Рис. 4.6. Рис. 4.7. 

 

Выводы к разделу 4 

 

В разделе решена задача разработки теоретической численно-

аналитической методики исследования процессов распространения нормальных 

упругих волн в радиально неоднородных трансверсально-изотропных 

цилиндрических телах секторно-кругового поперечного сечения со свободной 

либо жестко закрепленной граничной поверхностью, учитывающей все 

возможные типы особенностей в поле напряжений в окрестности сингулярных 

точек границы волновода. 

В рамках реализованных исследований: 

1. Поставлены и решены четыре вспомогательные спектральные задачи для 

исследования проблемы распространения нормальных волн S -типа и A-типа в 

трансверсально-изотропных цилиндрах с радиальной неоднородностью материала 

экспоненциально-степенного типа, имеющих поперечные сечения в виде 

кругового сектора со свободными либо жестко закрепленными радиальными 

участками граничной поверхности; построены базисные множества 

аналитических и численно-аналитических решений указанных спектральных 

задач, исследованы асимптотические свойства их базисных частных решений. 
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2. Разработана методика построения дисперсионных соотношений для задач 

о распространении нормальных волн в свободных и жестко закрепленных 

трансверсально-изотропных волноводах секторно-кругового сечения с 

радиальной неоднородностью материала экспоненциально степенного типа, 

решена задача учета в дисперсионных соотношениях членов, порождающих все 

возможные типы особенностей в поле напряжений в окрестности сингулярных 

точек границы волновода. 

3.  Разработаны программные приложения для реализации алгоритмов 

вычислений, связанных с получением аналитических и численно-аналитических 

частных решений указанных спектральных задач.  

4. Проведен сравнительный анализ топологического строения 

дисперсионных спектров бегущих нормальных волн S -типа в однородных и 

радиально неоднородных трансверсально-изотропных цилиндрах, имеющих 

поперечные сечения в виде кругового сектора для случаев свободных и жестко 

закрепленных граничных поверхностей, исследован ряд амплитудно-частотных 

зависимостей для кинематических характеристик в нормальных волнах из низшей 

моды дисперсионного спектра, проанализированы и описаны эффекты влияния на 

указанные характеристики вида граничных условий, а также фактора радиальной 

неоднородности анизотропного материала волновода. 

Основные положения данного раздела отражены в публикациях [129, 131, 

141, 142, 164]. 
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РАЗДЕЛ 5 

ВОЛНЫ ДЕФОРМАЦИЙ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ И 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИ ОРТОТРОПНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ГРАДИЕНТНЫХ ЦИЛИНДРАХ КОЛЬЦЕВОГО И СЕКТОРНО-

КОЛЬЦЕВОГО СЕЧЕНИЯ 

 

5.1. Интегрирование уравнений волнового деформирования 

цилиндрически ортотропного протяженного цилиндра кольцевого сечения 

 

5.1.1. Сведение к задаче решения системы рекуррентных уравнений. 

Рассматривается протяженный волновод, имеющий в поперечном сечении форму 

концентрического кругового кольца (Рисунок 1.3), занимающий в безразмерной 

цилиндрической системе координат Or zθ  двусвязную область 3V  (1.5) c 

граничной поверхностью 3G  (1.10). Функциональный закон радиальной 

неоднородности цилиндрически ортотропного материала определяется 

соотношениями (1.35), (1.37). Математическая модель включает уравнения (1.14), 

(1.18) и (1.20), условия на граничной поверхности (1.28) или (1.29), а также 

представления для безразмерных компонент вектора упругих перемещений (1.38), 

(1.40), (1.42), (1.44) в которых на окружное волновое число τ  из геометрических 

соображений накладываются ограничения вида { }0τ ∈ ∪} . В рассматриваемом 

волноводе подлежат независимому исследованию осесимметричные продольно-

сдвиговые ( 0τ = , 0β = ) и крутильные ( 0τ = , 2β π= ) волны, а также 

неосесимметричные (τ ∈} , 0β = ) волны. В последнем случае, как и для 

сплошного цилиндра кругового сечения, варианты 0β =  и 2β π=  эквивалентны 

с точностью до поворота цилиндрической системы координат в плоскости ( )rθ  на 

угол ( )2π τ . 

Из соотношений (1.20), (1.38), (1.40), (1.42), (1.44) с учетом выражения 

(1.37) в матричной форме получаются комплексные представления для вектор-

столбца с компонентами тензора упругих деформаций ( ), , ,r z tθE  (2.1) – (2.4) в 
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которых компоненты вектор-столбца ( )( ) rτE  имеют следующий вид 

( ) ( ) ( )( )
1

( )
rr D r u rττ  = E 

 ,   ( ) ( ) ( )( )( )1( ) ( )
2 rr r u r u rτττ

θτ−  = + E  

 , 

( ) ( )( )(
3

)
zr k u rττ  = − E 



 ,   ( ) ( ) ( )( ) 1 (( ) )
4 zr k u r r u rτ τ

θ
τ τ −  = − E 

 

 , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
5 r zr k u r D r u rτ τ τ  = + E 





 , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 ( ) 1
6 rr r u r D r r u rτ ττ

θτ − −  = − + − E 



 .                        (5.1) 

Здесь ( ) ( ) 11 qq
rD r d qh rdλ −−= − −  ( )rd d dr= . Тогда на основании соотношений 

закона Гука для цилиндрически ортотропного материала (1.18) и выражений 

(1.35), (1.37), (2.1) – (2.4), (5.1) получаются комплексные представления для 

вектор-столбца с безразмерными компонентами тензора напряжений ( ), , ,r z tθS  

(2.7) – (2.9) в которых вектор-столбец ( )( ) rτS  определяется соотношениями 

( ) ( )(( ) ( ))ortr rτ τ= ES C  ,                                            (5.2) 

где 

11 12 13

12 22 23

13 23 33( )

44

55

66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

ort

c c c
c c c
c c c

c
c

c

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

C

  

  

  









. 

Из дифференциальных уравнений движения (1.14) с учетом соотношений (1.35), 

(1.37), (1.38), (1.40), (1.42), (1.44), (2.7) – (2.9), (5.2) получается однородная 

система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с 

переменными коэффициентами относительно компонент вектора ( )( ) rτU  

следующего вида 

( ) ( )( ) ( )
1

ˆr rτ τ =M U O

    ( )( )0 1,r r r∈ , 

[ ] ( ) ( )0 11 ,1 , 0,2h h r r− + ⊂ ⊂ .                                      (5.3) 

Здесь h  – определяемый соотношениями (1.2) параметр; ( )( )
1 rτM  – квадратный 
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матричный дифференциальный оператор с элементами 

( ) ( ) ( )( )1( ) 2 2 2
11 11 22 661 1,1

1 1 2 1 qq
r rr c r d c qh r r rd c cτ d λ τ−−+ + −  =  − − − +M      

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )22 2 2
55 11 121 1 1 1 1q qq qk c r qh r r qr qh r r c r cλ d d λ−− −+ Ω − + − − − − − + −

  

, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1( )
12 66 12 66 2 61 , 61 2 21 1qq

rr c c rd qh r r c c c cτ τ λ d d−−+ + − − − −  = + M       , 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1,3

1( )
13 55 13 55 13 231 1 1qq

rr kr c c rd qh r r c c c cτ λ d d−−− + + − − − +  = −M 

      , 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )2,1

1( )
12 66 66 12 22 661 1 1qq

rr c c rd qh r r c c c cτ τ λ d d−−− + + − − − +  = + M       , 

( ) ( ) ( )( )( )2,

1( ) 2 2 2
66 221 2

1 1 2 1 1qq
r rr c r d qh r r rd cτ d λ τ−−+ + −  =  − − − +M    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2
44 661 1 1 1 1q qq qk c r qh r r q r qh r r cλ d d d d λ−− −+ Ω − − − + − − − − −

  , 

( ) ( ) ( )( ) ( )
23 441 12,3 3,2

r r k c c rτ τ τ   = =    +M M 

  , 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1( )
13 55 23 55 55 131 3,1

1 1qq
rr kr c c rd c c qh r r c cτ λ d d−−+ + + + − −  = −M



      , 

( ) ( ) ( )( )( )1( ) 2 2 2
55 41 3,3 41 1 2 1 qq

r rr c r d qh r r rd cτ d λ τ−−  = + + − − − +M    

( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2
33 551 1 1 1q qq qk c r qh r r qr qh r r cdλ d λ−− −+ Ω − + − − − − −

  .     (5.4) 

В соотношениях (5.3) используется некоторая область ( )0 1,r r  изменения 

переменной r . Из выражений (1.2) следует, что такая область всегда существует. 

С целью построения частных решений уравнения (5.3) заменой переменных 

1r hx= + ,   ( )0 1,x x x∈ ,   [ ] ( ) ( )1 1
0 11,1 , ,x x h h− −− ⊂ ⊂ − .                   (5.5) 

вводится обобщенная кольцевая координата [195]. Здесь ( ) 1
0 0 1x r h−= − , 

( ) 1
1 1 1x r h−= − . После замены переменных (5.5) соотношения (1.37), (1.38), (1.40), 

(1.42), (2.1) – (2.3), (2.7) – (2.9) преобразуются к следующему виду 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1, , , exp qx z t x i t i k z xτ τθ dλ ω θ−= − +U T U , 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2, , , exp qx z t x i t i k z xτ τθ dλ ω θ−= − + T EE 

 , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2, , , exp 1 qx z t x i t ikz xτ τθ d λ ω θ− − += TS S  ,              (5.6) 

где ( ), , ,x z tθU , ( ), , ,r z tθE , ( ), , ,x z tθS  – вектор-столбцы с безразмерными 

компонентами в новых координатах вектора упругих перемещений, тензоров 

упругих деформаций и напряжений 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , T
r zx z t u x z t u x z t u x z tθθ θ θ θ=   U , 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , ,rr zzx z t x z t x z t x z tθθθ ε θ ε θ ε θ= E  

( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , T
z rz rx z t x z t x z tθ θε θ ε θ ε θ  , 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , ,rr zzx z t x z t x z t x z tθθθ σ θ σ θ σ θ= S  

( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , T
z rz rx z t x z t x z tθ θσ θ σ θ σ θ  ;                           (5.7) 

( )( ) xτU , ( )( ) rτE , ( )( ) xτS  – вектор-столбцы с элементами 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ( )) , ,
T

r zx u x u x u xττ τ
θ

τ  =  U    , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,
T

rr zz rzz rx x x x x x xτ τ ττ τ τ τ
θθ θ θε ε ε ε ε ε =  E       , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,
T

rr zz rzz rx x x x x x xτ τ ττ τ τ τ
θθ θ θσ σ σ σ σ σ =  S       .          (5.8) 

Представления (5.1) и (5.2) с учетом замены переменных (5.5) получают такой вид 

( ) ( ) ( )( )(
1

)
rx D x u xττ  = E 



 ,   ( ) ( ) ( ) ( )( )1 ( )( )
2

( ) 1 rx hx u x u xττ
θ

τ τ−  = + + E   , 

( ) ( )( )(
3

)
zx k u xττ  = − E 



 ,   ( ) ( ) ( ) ( )1( ) ( )
4

( ) 1 zx k u x hx u xτ τ
θ

τ τ −  = − + E 

 

 , 

( ) ( ) ( ) ( ))
5

( () ( )
r zx k u x D x u xττ τ  = + E 







 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 (
6

) )( ( )1 1r zx hx u x D x hx u xτ ττ τ − −  = − + + − + E 





 ;               (5.9) 

( ) ( )(( ) ( ))ortx xτ τ= ES C  .                                          (5.10) 

В соотношениях (5.9) ( ) ( )1 1q
xD x h d qxdλ− −= −  ( )xd d dx= . Уравнение (5.3) и 

соотношения (5.4) с учетом замены переменных (5.5) также преобразуются и 
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принимают следующий вид 

( ) ( )( ) ( )
2

ˆx xτ τ =M U O

    ( )( )0 1,x x x∈ .                              (5.11) 

Компоненты квадратного матричного дифференциального оператора ( )( )
2 xτM  

определяются так: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1,1

2( ) 2 1
11 112 1 1 2 1 1q

x xx c hx d c h q hx x hx dτ d λ −+ +  =  + − + + −M    

( ) ( )22 2 2 2 2 2
22 66 55 1h c h c k c h hxτ− − + Ω − + +

    

( ) ( ) ( )( )( )( )2
11 121 1 1 1 1q qq hx x q hx x c hxcλ d d λ−+ + − + + − +  , 

( ) ( )( )(
1

( )
12 66,22 1 xx c ch hx dτ τ  =  + + +M    

( ) ( )( ) ( ))1
12 66 22 661 1qq hx x c c h c cλ d d−+ + − − − +    , 

( ) ( ) ( )( )(( )
13 51,3 52 1 1 xx hk hx c c hx dτ  = − + +  + +M 

   

( ) ( )( ) ( ))1
13 55 13 231 1qq hx x c c h c cλ d d−+ + − − + −    , 

( ) ( )( )(
2

( )
12,1 662 1 xx h c c hx dτ τ  =  − + + +M    

( ) ( )( ) ( ))1
66 12 22 661 1qq hx x c c h c cλ d d−+ + − − + +    , 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )2,2

2( ) 2 1 2
662 1 1 2 1 1q

x xx c hx d h q hx x hx d hτ d λ −+ +  = + − + + − −M   

( ) ( )22 2 2 2 2
22 44 1h c k c h hxτ− + Ω − + −

   

( ) ( ) ( ) ( )( )2
661 1 1 1q qq hx x hx q hx q hx x cλ d d d d λ−− + − − + − − +  , 

( ) ( ) ( )( )2
2

( ) ( )
23 442 ,3 ,22 3

1x x h k c c hxτ τ τ   = =    + +M M 

  , 

( ) ( ) ( )( )(( )
13 53, 512 1 1 xx k hx c c hh x dτ  =  + + + +M 

   

( ) ( ) ( )( ))1
23 55 55 131 1qh c c q hx x c cλ d d−+ + + + − −    , 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )2( ) 2 1
2 ,3 553

1 1 2 1 1q
x xx c hx d h q hx x hx dτ d λ −+ + + − + +  =  −M   
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( ) ( )22 2 2 2 2
44 33 1h c k c h hxτ− + Ω − + +

   

( ) ( ) ( ) ( )( )2
551 1 1 1 1q qq hx x q hx q hx x cdλ d λ−+ + − + − − +  .             (5.12) 

Искомое решение уравнения (5.11) строится в виде ряда по обобщенной 

кольцевой координате. Водится следующее представление 

( )( ) ( )

0

m
m

m
x xτ τ

∞

=
= ∑U X    ( )( )0 1,x x x∈ ,                              (5.13) 

где ( )
m
τX  – неизвестные векторные коэффициенты. Полагается, что ряд (5.13) 

сходится абсолютно и равномерно на любом отрезке [ ]0 1,x x x∈    таком, что 

[ ] ( )0 1 0 1,, x xx x⊂  . С учетом представления (5.13) уравнение (5.11) преобразуется в 

функциональное уравнение 

4 3 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,5 ,9 2
0 0 0 0

ˆm
m j m j m q jm j m j m q j

m j j j
x τ τ ττ τ τ

∞

− − −+ + − −
= = = =

 
+ + =  

 
∑ ∑ ∑ ∑Q X Q X Q X O  

( )( )0 1,x x x∈ ,                                                (5.14) 

из которого получается рекуррентная последовательность алгебраических 

уравнений для определения векторных коэффициентов ( )
m
τX  такого вида 

( ) ˆ
m
τ =X O    ( )0m < ;                                         (5.15) 

4 3 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,5 ,9 2
0 0 0

ˆ
m j m j m q jm j m j m q j

j j j

τ τ ττ τ τ
− − −+ + − −

= = =
+ + =∑ ∑ ∑Q X Q X Q X O   ( )0,1,...m = .  (5.16) 

Отличные от нуля элементы квадратных матричных коэффициентов ( )
,m j
τQ  в 

уравнениях (5.16) определяются так: 

( )( )
11,0 1,1

1m m m cτ  = − Q  ,   ( )( )
66,0 2,2

1m m m cτ  = − Q  ,   ( )( )
55,0 3,3

1m m m cτ  = − Q  , 

( )( )( )
11,1 1,1

1 2 3m h m m cτ  = − − Q  ,   ( )( )( )
12 66,1 1,2

1m h m c cτ τ  = − + Q   , 

( )( )( )
13 55,1 1,3

1m hk m c cτ  = − − + Q 

  ,   ( )( )( )
12 66,1 2,1

1m h m c cτ τ  = − − + Q   , 

( )( )( )
66,1 2,2

1 2 3m h m m cτ  = − − Q  ,   ( )( )( )
13 55,1 3,1

1m hk m c cτ  = − + Q 

  , 
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( )( )( )
55,1 3,3

1 2 3m h m m cτ  = − − Q  , 

( )( )2( ) 2 2 2 2
11 22 55 66,2 1,1

2m h m c c k c cτ τ  = − + Ω − − − Q 

    , 

( ) ( )( )( ) 2
12 66 22,2 1,2

2 3m h m c m c cτ τ  = − + − − Q    , 

( ) ( )( )( ) 2
13 55 23,2 1,3

2 3 2 2m h k m c m c cτ  = − − + − − Q 

   , 

( ) ( )( )( ) 2
12 66 22,2 2,1

2 1m h m c m c cτ τ  = − − + − + Q    , 

( )( )( )( ) 2 2 2 2
66 44 22,2 2,2

3 1m h m m c k c cτ τ  = − − + Ω − − Q 

   , 

( )( ) ( ) 2
23 44,2 ,22,3 3,2m m h k c cτ τ τ   = = +   Q Q 

  , 

( ) ( )( )( ) 2
13 55 23,2 3,1

2 2 2 3m h k m c m c cτ  = − + − + Q 

   , 

( )( )2( ) 2 2 2 2
55 33 44,2 3,3

2m h m c k c cτ τ  = − + Ω − − Q 

   , 

( )( ) 3 2 2
55,3 1,1

2m h k cτ  = Ω − Q 

 ,   ( ) ( )( )( ) 3
13 55 23,3 1,3

2 3m h k m c m c cτ  = − − + − − Q 

   , 

( )( ) 3 2 2
44,3 2,2

2m h k cτ  = Ω − Q 

 ,   ( )( ) 3
23 44,3 2,3m h k c cτ τ  = + Q 

  , 

( ) ( )( )( ) 3
13 55 23,3 3,1

3 2m kh m c m c cτ  = − + − + Q 

   ,   ( )( ) 3
23 44,3 3,2m h k c cτ τ  = + Q 

  , 

( )( ) 3 2 2
33,3 3,3

2m h k cτ  = Ω − Q 

 ,   ( )( ) 4 2 2
55,4 1,1m h k cτ  = Ω − Q 

 , 

( )( ) 4 2 2
44,4 2,2m h k cτ  = Ω − Q 

 ,   ( )( ) 4 2 2
33,4 3,3m h k cτ  = Ω − Q 

 , 

( )( )( )
11,5 1,1

1 2m q q m q m cτ λ d  = − − − + − Q  , 

( )( )( )
66,5 2,2

1 2m q q m q m cτ λ d  = − − − + − Q  , 

( )( )( )
55,5 3,3

1 2m q q m q m cτ λ d  = − − − + − Q  , 

( ) ( )( )( )( )
11 12,6 1,1

2 1 5 2 4m qh q m q m c cτ λ d  = − + − − + − − Q   , 

( )( )( )
66,6 2,2

3 2 2 5 2 4m qh q m q m cτ λ d  = − + − − + − Q  , 
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( ) ( )( )( )
55,6 3,3

2 1 5 2 4m qh q m q m cτ λ d  = − + − − + − Q  , 

( )( )( )
12 66,6 1,2

1m q h c cτ λ τ d d  = − − Q   ,   ( )( )( )
66 12,6 2,1

1m q h c cτ λ τ d d  = − − − Q   , 

( )( )( )
13 55,6 1,3

1m qkh c cτ λ d d  = − − − Q 

  ,   ( )( )( )
55 13,6 3,1

1m qkh c cτ λ d d  = − − Q 

  , 

( )( )( )( ) 2
11 12,7 1,1

2 4 2m qh q m q m c cτ λ d  = − + − − + − − Q   , 

( )( )( ) 2
66,7 2,2

3 4 2m qh q m q m cτ λ d  = − + − − + − Q  , 

( )( )( ) 2
55,7 3,3

2 4 2m qh q m q m cτ λ d  = − + − − + − Q  , 

( )( )( ) 2
12 66,7 1,2

1m q h c cτ λ τ d d  = − − Q   ,   ( )( )( ) 2
66 12,7 2,1

1m q h c cτ λ τ d d  = − − − Q   , 

( )( )( ) 2
13 55,7 1,3

2 1m qkh c cτ λ d d  = − − − Q 

  ,   ( )( )( ) 2
55 13,7 3,1

2 1m qkh c cτ λ d d  = − − Q 

  , 

( )( )( ) 3
13 55,8 1,3

1m qkh c cτ λ d d  = − − − Q 

  ,   ( )( )( ) 3
55 13,8 3,1

1m qkh c cτ λ d d  = − − Q 

  , 

( )( ) 2 2
11,9 1,1

1m q cτ λ d d  = − Q  ,   ( )( ) 2 2
66,9 2,2

1m q cτ λ d d  = − Q  , 

( )( ) 2 2
55,9 3,3

1m q cτ λ d d  = − Q  ,   ( )( ) 2 2
11,10 1,1

2 1m q h cτ λ d d  = − Q  , 

( )( ) 2 2
66,10 2,2

2 1m q h cτ λ d d  = − Q  ,   ( )( ) 2 2
55,10 3,3

2 1m q h cτ λ d d  = − Q  , 

( )( ) 2 2 2
11,11 1,1

1m q h cτ λ d d  = − Q  .   ( )( ) 2 2 2
66,11 2,2

1m q h cτ λ d d  = − Q  , 

( )( ) 2 2 2
55,11 3,3

1m q h cτ λ d d  = − Q     ( )0,m = ∞ .                      (5.17) 

Представления (5.9), (5.10) для векторных функций ( )( ) xτE  и ( )( ) xτS  с 

учетом разложения (5.13) получают следующий вид 

( ) ( )( ) ( ,1) ( )

0

m
m m

m
x x xτ τ τ

∞

=
= ∑E H X , 

( ) ( )( ) ( ,2) ( )

0

m
m m

m
x x xτ τ τ

∞

=
= ∑S H X    ( )( )0 1,x x x∈ .                       (5.18) 

Отличные от нуля элементы матричного размерности 6 3×  коэффициента 
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( )( ,1)
m xτH  определяются соотношениями 

( ) ( ) ( )( ,1) ( ,1) 1 1 1
1,1 5,3

q
m mx x h m x q xτ τ d λ− − −   = = −   H H ,   ( ) ( ) 1( ,1)

2,1
1m x hxτ −  = + H , 

( ) ( ) 1( ,1)
2,2

1m x hxτ τ −  = + H ,   ( )( ,1)
3,3m x kτ  = − H  ,   ( ) ( )( ,1) ( ,1)

4,2 5,1m mx x kτ τ   = =   H H  , 

( ) ( ) ( ) 1( ,1) ( ,1)
4,3 6,1

1m mx x hxτ τ τ −   = = − +   H H , 

( ) ( ) ( ) 1( ,1) 1 1 1
6,2

1q
m x h m x q x hxτ d λ −− − −  = − − + H ,                    (5.19) 

а матричный размерности 6 3×  коэффициент ( )( ,2)
m xτH  задается представлением 

( ) ( )( ,2) ( ) ( ,1)ort
m mx xτ τ=H C H .                                           (5.20) 

5.1.2. Базисные решения в случае крутильных волн. При 0τ =  и 2β π=  

представления (5.6) – (5.8) преобразуются к такому виду 

( ) ( ) ( )( ), , exp TWqu x z t x i t ikz u xθ θdλ ω− −= + 

 , 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2, , exp TWq TWx z t x i t ikz xdλ ω− −= + T EE 

 , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2, , exp 1 TWq TWx z t x i t ikz xd λ ω− −= + TS S  ,               (5.21) 

где ( )
2
TWT  – диагональная матрица, определяемая соотношениями (2.28); ( ), ,x z tE  

и ( ), ,x z tS  – вектор-столбцы с ненулевыми компонентами тензоров 

соответственно упругих деформаций и безразмерных напряжений 

( ) ( ) ( ), , , , , , , T
z rx z t x z t x z tθ θε ε=   E , 

( ) ( ) ( ), , , , , , , T
z rx z t x z t x z tθ θσ σ=   S ;                              (5.22) 

( )( )TW xE  и ( )( )TW xS  – вектор-столбцы с элементами 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,
TTW TWTW

z rx x xθ θε ε =  E   , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,
TTW TWTW

z rx x xθ θσ σ =  S   .                                (5.23) 

Уравнение (5.11) с учетом (5.12), представления (5.13), (5.18) – (5.20) и 

рекуррентные уравнения (5.15) – (5.17) соответственно получают такой вид 
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( ) ( ) ( )( )( )( ( )2 22 1 2 2 2
31 1 2 1 1 1q

x xhx d h q hx x hx d h h hxd λ κ−+ + + − + + − + + +  

( ) ( ) ( ) ( )( )) ( )( )21 1 1 1 0TWq qq hx x hx q hx q hx x u xθλ d d d d λ−+ + − − + − − + =  

( )( )0 1,x x x∈ ;                                                (5.24) 

( )( ) ( )

0

TW m TW
m

m
u x x Xθ

∞

=
= ∑    ( )( )0 1,x x x∈ ;                           (5.25) 

( ) ( )( ) ( ) ( ,1)

0

TW m TW TW
m m

m
x x X x

∞

=
= ∑E H , 

( ) ( )( ) ( ) ( ,2)

0

TW m TW TW
m m

m
x x X x

∞

=
= ∑S H    ( )( )0 1,x x x∈ ;                     (5.26) 

( )
( )

( ,1)
11

TW
m

k
x

hxυ −

 
=  
 − + 

H


,   ( )
( )( )

44( ,2)
1

661
TW

m

k c
x

hx cυ −

 
 =
 − +
 

H






;          (5.27) 

( ) 0TW
mX =    ( )0m < , 

4 3 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,5 ,9 2
0 0 0

0TW TW TWTW TW TW
m j m j m q jm j m j m q j

j j j
Q X Q X Q X− − −+ + − −

= = =
+ + =∑ ∑ ∑   ( )0,1,...m = .   (5.28) 

В соотношениях (5.24) – (5.28) ( )TW
mX  – искомые скалярные коэффициенты 

разложений; 3κ  – определяющийся соотношением (2.35) параметр; 

( )1 1 1qh m x q xυ d λ− − −= − ; ( )
,

TW
m jQ  – скалярные коэффициенты следующего вида 

( )( )
66,0 1TW

mQ m m c= −  ,   ( )( )( )
66,1 1 2 3TW

mQ h m m c= − −  , 

( )( )( )( ) 2 2 2 2
66 44 22,2 3 1TW

mQ h m m c k c cτ= − − + Ω − −

   , 

( )( ) 3 2 2
44,3 2TW

mQ h k c= Ω −   ,   ( )( ) 4 2 2
44,4

TW
mQ h k c= Ω −   , 

( )( )( )
66,5 1 2TW

mQ q q m q m cλ d= − − − + −  , 

( )( )( )
66,6 3 2 2 5 2 4TW

mQ qh q m q m cλ d= − + − − + −  , 

( )( )( ) 2
66,7 3 4 2TW

mQ qh q m q m cλ d= − + − − + −  ,   ( )
,8 0mQ τ = , 
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( )( ) 2 2
66,9 1TW

mQ q cλ d d= −  ,   ( )( ) 2 2
66,10 2 1TW

mQ q h cλ d d= −  , 

( )( ) 2 2 2
66,11 1TW

mQ q h cλ d d= −     ( )0,m = ∞ .                           (5.29) 

Уравнения (5.28) при 0m =  и 1m =  для любых { }0q∈ ∪}  с учетом (5.29) 

принимают такой вид 
( )
00 0TWX⋅ =    ( )0m = ,   ( )

10 0TWX⋅ =    ( )1m = .                      (5.30) 

Поскольку ( )
,0 0TW

mQ ≠  ( )2m ≥ , следовательно, из уравнений (5.28) с учетом (5.30) с 

точностью до произвольного скалярного множителя определяются два множества 

коэффициентов { }( , )
0

TW s
m m

X
∞

=
 ( )1,2s =  

( ,1) 0TW
mX =    ( )0m < ,    ( ,1)

0 1TWX = ,    ( ,1)
1 0TWX = ,    ( ,2)

0 0TWX = ,   ( ,2)
1 1TWX = , 

4 3 2
( ) ( ) ( , )( , ) ( ) ( , ) ( , )

, ,5 ,9 2
1 0 0

TW TW TW sTW s TW TW s TW s
m m j m j m q jm j m j m q j

j j j
X A X A X A X− − −+ + − −

= = =
= + +∑ ∑ ∑  

( )2,3,...m = ,    ( )1,2s = .                                        (5.31) 

Здесь 
( )( ) ( )

, , ,0
TWTW TW

m j m j mA Q Q= −    ( )1,11; 2,j m= = ∞ .                          (5.32) 

Тогда представления (5.25) с учетом (5.31) определяют два линейно независимых 

частных решения уравнения (5.24) и, соответственно, общее решение уравнения 

(5.24) может быть представлено через матричное базисное решение так: 

( ) ( )( ) ( , )TW TW Bu x xθ = U B

 ,                                      (5.33) 

где B  – произвольный векторный коэффициент второго порядка; ( )( , )TW B xU  – 

матричное размерности 1 2×  решение следующего вида 

( )( , ) ( ,1) ( ,2)

0
,TW B m TW TW

m m
m

x x X X
∞

=

 =  ∑U    ( )( )0 1,x x x∈ .              (5.34) 

По аналогии с выражением (5.33) вводятся представления для векторных функций 

( )( )TW xE  и ( )( )TW xS  

( ) ( )( ) ( , )TW TW Bx x=E E B  ,   ( ) ( )( ) ( , )TW TW Bx x=S S B                     (5.35) 
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в которых используются полученные с учетом соотношений (5.26), (5.34) 

матричные размерности 2 2×  решения следующего вида 

( ) ( ) ( )( , ) ( ,1) ( ,1) ( ,2) ( ,1)

0
,TW B m TW TW TW TW

m m m m
m

x x X x X x
∞

=

 =  ∑E H H , 

( ) ( ) ( )( , ) ( ,1) ( ,2) ( ,2) ( ,2)

0
,TW B m TW TW TW TW

m m m m
m

x x X x X x
∞

=

 =  ∑S H H   ( )( )0 1,x x x∈ .  (5.36) 

Для коэффициентов ( )
,

TW
m jA  в рекуррентных соотношениях (5.31) получены 

следующие асимптотические при m →∞  оценки 
( ) 1

,1 2 3TW
mA h m h−+ ≤ ,     ( ) 2 1 2

,2 3TW
mA h m h−+ ≤ , 

( ) 2 3 2 2
44 663, 2TW

jA m h k c c−≤ Ω −    ,   ( ) 2 4 2 2
44 664,

TW
jA m h k c c−≤ Ω −     

( )( ) 1
5, 2 1TW

jA m q λ d−≤ − ,   ( )( ) 1
6, 2 2 1TW

jA m qh λ d−≤ − , 

( )( ) 1 2
7, 2 1TW

jA m qh λ d−≤ − ,   ( )
8, 0TW

jA = ,   ( )( ) 2 2 2
9, 1TW

jA m qλ d d−≤ − , 

( )( ) 2 2 2
10, 2 1TW

jA m q hλ d d−≤ − ,   ( )( ) 2 2 2 2
9, 1TW

jA m q hλ d d−≤ − .         (3.37) 

Следовательно, асимптотическое при m →∞  представление для рекуррентных 

соотношений (5.31) имеет вид 
( , ) ( , )( , ) 2

1 22 TW s TW sTW s
m m mX hX h X− −= − − .                                 (5.38) 

Характеристическое уравнение для соотношений (5.38) 
2 22 0h hζ ζ+ + =                                               (5.39) 

имеет кратный корень hζ = − , определяющий для разложения (5.25), (5.26), 

(5.34), (5.36) радиус сходимости 1 1h− > . Таким образом, заложенное в 

соотношениях ограничение ( ) ( )1 1
0 1, ,x x h h− −⊂ −  обеспечивает справедливость 

исходного положения об абсолютной и равномерной сходимости указанных 

разложений на любом отрезке [ ]0 1,x x x∈    таком, что [ ] ( )0 1 0 1,, x xx x⊂  . 

В случае крутильных волн уравнение (5.3) преобразуется к виду 

( ) ( )( )( 12 2 2 2
31 1 2 1 1qq

r rr d qh r r rd rd λ κ−−+ + − − − + +  
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( ) ( ) ( ) ( )( )) ( )2 ( )1 1 1 1 1 0q q TWq qqh r r q r qh r r u rθλ d d d d λ−− −+ − + − − − − − =  

( )( )0 1,r r r∈ ,                                                (5.40) 

где 3κ  – определяемый соотношением (2.35) параметр. В частных случаях 0q =  

(однородный материал), 1q =  и 2q =  (неоднородный материал) общее решение 

этого уравнения представляется в замкнутой форме с использованием 

специальных функций. 

При 0q =  уравнение (5.40) представляет собой классическое уравнение 

Бесселя [2] (2.37). Следовательно, базисные матричные решения уравнений 

модели с учетом соотношений (1.37),  (2.25) – (2.28) могут быть записаны так: 

( ) ( )( ) ( , )TW TW Bu r rθ = U B

 , 

( ) ( )( ) ( , )TW TW Br r=E E B  ,    ( ) ( )( ) ( , )TW TW Br r=S S B  ;                  (5.41) 

( ) ( )( )( , )
3 0 2,1..2

TWTW B r rκ  =  U Y , 

( ) ( ) ( )( ,1) ( )( , )
0 0

TW TWTW B r r r=E P Y , 

( ) ( ) ( )( ,2) ( )( , )
0 0

TW TWTW B r r r=S P Y .                                 (5.42) 

В представлениях (5.41), (5.42) ( , )
0

TW sP  ( )1,2s =  – определяемые соотношениями 

(2.39) матрицы; B  – произвольный вектор-столбец второго порядка; ( )( )
0

TW rY  – 

матричная функция вида 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 3 0 3( )
0

1 3 1 3

TW J r Y r
r

J r Y r
κ κ
κ κ

 
=  
 

Y .                               (5.43) 

Здесь ( )nJ z  и ( )nY z  – функции Бесселя. 

При 1q =  ( )0λ ≠  уравнение (5.40) принимает вид 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 2 2 2 1 1 2
31 2 1 1 0TW

r rd h r d h h r r u rθd λ κ d d λ d λ− − − − − −+ − + + − − − + − =

( )( )0 1,r r r∈ .                                                  (5.44) 

Рассматриваются два случая. Если 
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2 2 2
34hλ κ− ≠ ,                                                   (5.45) 

то в уравнении (5.44) вводится замена функции 

( ) ( )( )( ) ( )( ) 1exp 1 2TWu r h r r f rθ d λ −= − .                        (5.46) 

с последующей заменой переменной r ξ γ= , где 

2 2 2
34h κγ λ − −= .                                              (5.47) 

В результате (5.44) преобразуется в уравнение Уиттекера [2] (2.43) с параметрами 

( )13 2hν λ γ−= − ,     1µ = ,                                       (5.48) 

общее решение которого записывается через функции Уиттекера [2] в виде 

( ) ( ) ( )1 , 2 ,f b M b Wν µ ν µξ ξ ξ= + .                                   (5.49) 

Здесь jb  ( )1,2j =  – произвольные постоянные. Базисные решения уравнений 

модели с учетом соотношений (1.37), (2.25) – (2.28), (5.41) в этом случае имеют 

вид 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( , ) 1
, ,exp 1 2 ,TW B r h r r M r W rν µ ν µd λ γ γ−  = −  U , 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,1) ( ) ( ,1) ( )( , ) 1
1 1 1 1exp 1 2 ,TW TW TW TWTW B r h r r r r r rd λ −  = −  E P Y P Y  , 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ,1) ( ) ( ,1) ( )( , ) 1
2 1 2 1exp 1 2 ,TW TW TW TWTW B r h r r r r r rd λ −  = −  S P Y P Y   

( )( )0 1,r r r∈ ,                                                  (5.50) 

где 

( ) ( )( ) ( )
( ,1)

1 1 1 1 1 1 12 2

0

1 3 3 1
TW

k
r

h r h rλ γ γ λ γ− − − − − −

 
 =

− − −  
P



, 

( ) ( )( )
( ,1)

1 1 1 1 1

0

1 23
TW

k
r

h r rλ γ γ− − − −

 
 =

− − −  
P



 , 

( ) ( )( ) ( )
44( ,2)

1 1 1 1 1 1 1
66 662

0

1 3 1 23
TW

kc
r

h r c h r cλ γ γ λ γ− − − − − −

 
 =

− − −  
P





 

, 
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( ) ( )( )
44( ,2)

1 1 1 1 1
66 663 2

0

1
TW

kc
r

h r c r cλ γ γ− − − −

 
 =

− − −  
P







 

, 

( ) ( )
( )

,( )
1

1,

TW M r
r

M r
ν µ

ν µ

γ
γ+

 
=  
 

Y ,     ( ) ( )
( )

,( )
1

1,

TW W r
r

W r
ν µ

ν µ

γ
γ+

 
=  
 

Y .               (5.51) 

Параметры γ , ν  и µ  в соотношениях (5.51) определяются выражениями (5.47), 

(5.48). Если же 
2 2 2

34hλ κ− = ,                                                  (5.52) 

то после замены функции 

( ) ( )( ) ( )( ) 1exp 1 2TWu r h r f rθ d λ −= −                               (5.53) 

и последующей замены переменной 2 6r ξ=  уравнение (5.44) преобразуется в 

уравнение Бесселя [2] такого вида 

( ) ( )2 1 2 1 04d d h fξ ξξ ξ ξλ− − −+ − =− ,                               (5.54) 

общее решение которого записывается через функции Бесселя 

( ) ( ) ( )1 1
1 2 2 2f b J h b Y hξ ξ λ ξ λ− −= − + − .                          (5.55) 

Здесь jb  ( )1,2j =  – произвольные постоянные. Значит, базисные решения 

уравнений модели с учетом соотношений (1.37), (2.25) – (2.28), (5.41) в этом 

случае запишутся так: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( , ) 1 1 1
2 2exp 1 2 6 , 6TW B r h r J h r Y h rd λ λ λ− − − = − − −  

U , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ,1) ( )( , ) 1
1 1exp 1 2 TW TWTW B r h r r rd λ −= −E P Y , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ,1) ( )( , ) 1
2 1exp 1 2 TW TWTW B r h r r rd λ −= −S P Y  

( )( )0 1,r r r∈ ,                                                  (5.56) 

где 
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( ) ( )
1

( ,1)
1 1 1 1 1 1

2 6

624 4
TW k k h r

h r h r h r

λ

λ λ λ

−

− − − − −

 − − =
 + − + − 

P
 

, 

( ) ( )
1

44 44( ,1)
1 1 1 1 1 1

66 66

2 6

4 4 62
TW k c k c h r

h r c h r c h r

λ

λ λ λ

−

− − − − −

 − − =
 + − + − 

P
 

 

 

, 

( )
( ) ( )
( ) ( )

0 0( )
1

1 1

6 6

6 6
TW

J r Y r
r

J r Y r

λ λ

λ λ

 − −
 =
 − −  

Y .                                (5.57) 

При 2q =  ( )0λ ≠  уравнение (5.40) принимает вид 

( ) ( )( ) ( )(( 2 2 1 21 2 2 1 1 1 2 1r rd h r r r d h rλ d λ d− − −+ − − − − − + −  

( )( )( )( ) ( ) ( )) ( )2 ( )2 2 2 2 4 3
3 2 2 1 1 1 4 1 2 0TWh h h r r u rr θκ λ d d λ dλ d− − − − + − − −− 


− − =  

( )( )0 1,r r r∈ .                                                  (5.58) 

В уравнении (5.58) вводится замена функции 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 2exp 1 2TWu r r h r r f rθ d λ −= − − .                        (5.59) 

с последующей заменой переменной 

r hξ λ= − .                                                (5.60) 

В результате (5.58) преобразуется в биконфлюэнтное уравнение Гойна [343] 

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )2 2 1 11 2 02 2 1 fd dξ ξα β ξ ξ ξ γ ξ ξα ξ d α β− −+ + − − + − − − + + =  

     

(5.61) 

с параметрами 

2α = ,     12hβ λ−= ,     2 1 2
3 4hγ κ λ−= − ,     16hd λ−= .          (5.62) 

Сингулярными точками этого уравнения являются точки 0ξ =  (регулярная 

сингулярность) и ξ = ∞  (иррегулярная сингулярность) [343]. Локальным 

(фробениусовским) в окрестности регулярной особой точки 0ξ =  решением 

уравнения (5.61) является функция Гойна ( ), , , ,H α β γ d ξ 

  , которая может быть 
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представлена в виде разложения в степенной ряд вокруг начала координат 0ξ = , 

сходящийся во всей комплексной плоскости [343]. Второе, линейно независимое 

решение уравнения (5.61) в области 0 ξ< < ∞  с учетом соотношений (5.62) 

может быть представлено так [343]: 

( ) ( )( ) ( ) 23, , , , exp , , , ,H H dα β γ d ξ ξ ξ β ξ α β γ d ξ ξ
−−+∫   

    .             (5.63) 

Таким образом, базисные решения уравнений модели в рассматриваемом случае 

неоднородности с учетом соотношений (1.37), (2.25) – (2.28), (5.41), (5.59), (5.60), 

(5.62) может быть представлено в таком виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( , ) 2

2 3 2

( )
exp 1 2

( ) exp 2 ( )

T

TW B
F r

r r h r r
F r h r r r F r dr

d λ
λ

−
− − −

 
 = − −

−  ∫
U , 

( )( ) 2, , ,3 , 2F r H rβ γ β β= −  

    ( )( )0 1,r r r∈ .                     (5.64) 

Здесь параметры β  и γ  определяются соотношениями (5.62). Компоненты 

матричных функций ( )( , )TW B xE , ( )( , )TW B xS  для представлений (5.41) 

вычисляются с использованием выражений (5.1), (5.2) и полученных на 

основании соотношений (5.64) явных выражений для компонент ( )( , )TW B rU . 

5.1.3. Базисные решения в случае продольно-сдвиговых волн. При 0τ =  

и 0β =  представления (5.6) – (5.8) приобретают такой вид 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1, , exp LSW Sq L Wx z t x i t ikz xdλ ω− − +=U T U , 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2, , exp LSW Sq L Wx z t x i t ikz xdλ ω− − += EE T 

 , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2, , exp 1 LSW Sq L Wx z t x i t ikz xd λ ω− − += STS   ,              (5.65) 

где ( ), ,x z tU , ( ), ,x z tE  и ( ), ,x z tS  – вектор-столбцы с ненулевыми компонентами 

соответственно вектора безразмерных перемещений, тензоров упругих 

деформаций и безразмерных напряжений 

( ) ( ) ( ), , , , , , , T
r zx z t u x z t u x z t=   U , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , T
rr zz rzx z t x z t x z t x z t x z tθθε ε ε ε=   E , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , T
rr zz rzx z t x z t x z t x z t x z tθθσ σ σ σ=   S ;           (5.66) 

( )( )LSW xU , ( )( )LSW xE  и ( )( )LSW xS  – вектор-столбцы с элементами 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),LSW LSW LS
r z

W T
x u x u x =  U 



 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ), , ,
T

rr zz r
LSWLSW LSW LSW S

z
L Wx x x x xθθε ε ε ε =  E     , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ), , ,
T

rr zz r
LSWLSW LSW LSW S

z
L Wx x x x xθθσ σ σ σ =  S     ;           (5.67) 

( )
1

LSWT  и ( )
2

LSWT  – определяемые соотношениями (2.57) диагональные матрицы. 

Выражения (5.13), (5.18) – (5.20) и рекуррентные уравнения (5.15) – (5.17) 

соответственно получают следующие представления 

( )( ) ( )

0

mLSW LSW
m

m
x x

∞

=
= ∑U X , 

( ) ( )( ) ( ,1) ( )

0

LSW LSW Lm
m

SW
m

m
x x x

∞

=
= ∑E H X , 

( ) ( )( ) ( ,2) ( )

0

LSW LSW Lm
m

SW
m

m
x x x

∞

=
= ∑S H X    ( )( )0 1,x x x∈ .                (5.68) 

Отличные от нуля элементы матричных размерности 4 2×  коэффициентов 

( )( , )LSW j
m xH  ( )1,2j =  с учетом (5.19) имеют такой вид 

( ) ( )( ,1) ( ,1)
1,1 4,2m m

LSW LSWx x υ   = =   H H ,   ( ) ( ) 1( ,1)
2,1

1LSW
m x hx −  = + H , 

( )( ,1)
3,3

LS
m

W x k  = − H  ,    ( )( ,1)
4,1

LS
m

W x k  = H  ;                            (5.69) 

( ) ( ) 1( ,2)
11 121,1

1LSW
m x c hx cυ −  = + + H   ,   ( )( ,2)

131,2
LSW

m x k c  = − H 

 , 

( ) ( ) 1( ,2)
12 222,1

1LSW
m x c hx cυ −  = + + H   ,   ( )( ,2)

232,2
LSW

m x k c  = − H 

 , 

( ) ( ) 1( ,2)
13 233,1

1LSW
m x c hx cυ −  = + + H   ,   ( )( ,2)

333,2
LSW

m x k c  = − H 

 , 

( )( ,2)
554,1

LSW
m x k c  = H 

 ,   ( )( ,2)
554,2

LS
m

W x cυ  = H  .                    (5.70) 
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В соотношениях (5.69), (5.70) ( )1 1 1qh m x q xυ d λ− − −= − . Рекуррентные уравнения 

(5.15) – (5.17) записываются так: 
( ) ˆLSW
m =X O    ( )0m < , 

4 3 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,5 ,9 2
0 0 0

ˆ
m j m j m q jm j m

LSW LSW LSWL
j m

SW LSW LSW
q j

j j j
− − −+ + − −

= = =
+ + =∑ ∑ ∑Q X Q X Q X O   ( )0,1,...m = .  (5.71) 

Здесь ( )
,m j

LSWQ  – полученные на основании соотношений (5.17) квадратные 

матрицы второго порядка 
( ) ( )

, , (1,3),(1,3
0

)m j m j
LSW  =  Q Q     ( )0,11j = ,   ( )0,m = ∞ .                     (5.72) 

Уравнения (5.71) при 0m =  и 1m =  для любых { }0q∈ ∪}  с учетом (5.72) 

принимают такой вид 
( )
0

ˆLSW =O X O    ( )0m = ,    ( )
1

ˆLSW =O X O    ( )1m = .                      (5.73) 

Уравнения (5.73) имеют четыре линейно независимых нетривиальных векторных 

решения, которые могут быть объединены в два матричных решения и записаны 

так: 
( ,1)
0
LSW =X I ,   ( ,1)

1
LSW =X O ,    ( ,2)

0
LSW =X O ,   ( ,2)

1
LSW =X I .               (5.74) 

Представления (5.74) приведены с точностью до произвольного векторного 

множителя. Тогда для определения матричных размерности 2 2×  коэффициентов 
( , )LSW s
mX  ( )1,2; 2s m= ≥  с учетом того, что ( )( )

,0det 0LSW
m ≠Q  ( )2m ≥  получаются 

явные рекуррентные представления 
( , )LSW s
m =X O    ( )0; 1,2m s< = , 

4 3 2
( ) ( ) ( , )( , ) ( ) ( , ) ( , )

, ,5 ,9 2
1 0 0

ss s s
m m j m j m

LSW LSW LSWLSW LSW L
q j

SW LSW
m j m j m q j

j j j
− − −+ + − −

= = =

= + +∑ ∑ ∑X A X A X A X  

( )2,3,...m = ,    ( )1,2s = .                                         (5.75) 

Здесь 

( ) 1( )( ) ( )
, ,,0

L
m j m jm

SWLSW LSW−
= −A Q Q    ( )1,11j = .                            (5.76) 
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Следовательно, общие решения уравнений модели в рассматриваемом случае 

продольно-сдвиговых волн с учетом представлений (5.65) – (5.67) записываются 

через матричные базисные решения так: 

( ) ( )( ) ),(LSW LSW Bx x=U U B  , 

( ) ( )( ) ),(LSW LSW Bx x=E E B  ,   ( ) ( )( ) ),(LSW LSW Bx x=S S B  ,                 (5.77) 

где B  – произвольный векторный коэффициент четвертого порядка; ( ),( )LSW B xU  

и ( ),( )LSW B xE , ( ),( )LSW B xS  – матричные размерности соответственно 2 4×  и 4 4×

решения следующего вида 

( )( ) ( ,1) ( ,2)

0

, ,LSW m
m m

B LSW LSW

m
x x

∞

=

 =  ∑ X XU , 

( ) ( )( ) ( ,1) ( , ) ( ,2)

0

, 1 ,LSW B LSW LSW Lm SW
m m m

m
x x x

∞

=

 =  ∑E H X X , 

( ) ( )( ) ( ,2) ( , ) ( ,2)

0

, 1 ,LSW B LSW LSW Lm SW
m m m

m
x x x

∞

=

 =  ∑S H X X    ( )( )0 1,x x x∈ .       (5.78) 

Для матричных коэффициентов ( )
,m j

LSWA  в рекуррентных соотношениях 

(5.75) получены следующие асимптотические при m →∞  оценки 
( )

1,1 2LSW
m h mκ+ ≤A I ,     ( ) 2

2,2
LSW

m h mκ+ ≤A I , 

( )
,

LS
j j
W

m mκ≤A    ( )3,5,6,7j = ,    ( ) 2
,

LSW
m j j mκ≤A    ( )4,8,9,10,11j = .     (5.79) 

Здесь 

( ) ( )2 2 2 2
1 13 55 11 5518h k c c c cκ − −= + + +

    ,   ( ) ( )2 22 2 2
2 13 55 11 5518 4h k c c c cκ − −= + + +

    , 

( )3 2 2
3 13 55 11 55h k c c c cκ − −= + +

    ,   
2 24 2 2 2 2 2 2

4 11 55 55 33h c k c c k cκ − −= Ω − + Ω − 

    , 

( )5 2 1 2qκ λ d= − ,   ( )6 2 2 1 2qhκ λ d= − ,   ( )2
7 2 1 2qhκ λ d= − , 

( ) ( )2 23 2 2
8 11 13 55 55 55 131 1h q k c c c c c cκ λ d d d d− −= − − + − −

      , 

( )2 2
9 2 1qκ λ d d= − ,   ( )2 2

10 2 2 1q hκ λ d d= − , 
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( )2 2 2
11 2 1q hκ λ d d= − .                                    (5.80) 

Следовательно, асимптотическое при m →∞  представление для рекуррентных 

соотношений (5.75) имеет вид 
( , ) ( , )( , ) 2

1 22 LS s ss
m m m

W LSWLSW h h− −= − −X X X .                                 (5.81) 

Характеристическое уравнение для (5.81) имеет вид (5.39) и, как показано в 

случае крутильных волн, разложения (5.68), (5.78) сходятся абсолютно и 

равномерно на любом отрезке [ ]0 1,x x x∈    таком, что [ ] ( )0 1 0 1,, x xx x⊂  . 

5.1.4. Базисные решения в случае неосесимметричных волн. В 

неосесимметричном случае ( ), 0τ β∈ =}  уравнения (5.16) для любых 

{ }0q∈ ∪}  с учетом соотношений (5.15), (5.17) при 0m =  и 1m =  принимают 

такой вид 
( )
0

ˆτ =O X O    ( )0m = ,    ( )
1

ˆτ =O X O    ( )1m = .                        (5.82) 

Уравнения (5.82) имеют шесть линейно независимых нетривиальных векторных 

решения, которые после объединения в два матричных решения записываются 

так: 
( ,1)
0
τ =X I ,   ( ,1)

1
τ =X O ,   ( ,2)

0
τ =X O ,   ( ,2)

1
τ =X I .                     (5.83) 

Матричные размерности 3 3×  представления (5.83) приведены с точностью до 

произвольного векторного множителя. Из выражений (5.17) следует, что 

( )( )
,0det 0m
τ ≠Q  ( )2m ≥ . Значит, для определения матричных размерности 3 3×  

коэффициентов ( , )s
m
τX  ( )1,2; 2s m= ≥  из уравнений (5.16) получаются явные 

рекуррентные представления 
( , )s
m
τ =X O    ( )0m < , 

4 3 2
( ) ( ) ( , )( , ) ( ) ( , ) ( , )

, ,5 ,9 2
1 0 0

ss s s
m m j m j m q jm j m j m q j

j j j

τ τ ττ τ τ τ
− − −+ + − −

= = =
= + +∑ ∑ ∑X A X A X A X  

( )2,3,...m = ,    ( )1,2s = .                                         (5.84) 

Здесь 
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( ) 1( )( ) ( )
, ,,0m j m jm

ττ τ−
= −A Q Q    ( )1,11j = .                                (5.85) 

Тогда для заданного значения параметра τ  общие решения уравнений модели в 

случае неосесимметричных волн представляются соотношениями (5.6) – (5.8), в 

которых 

( ) ( )( ) ( , )Bx xτ τ=U U B  ,   ( ) ( )),( ) ( Bx xτ τ=E E B  ,   ( ) ( )),( ) ( Bx xτ τ=S S B  ,    (5.86) 

где B  – произвольный векторный коэффициент шестого порядка; ( ),( )B xτU  и 

( ),( )B xτE , ( ),( )B xτS  – матричные размерности соответственно 3 6×  и 6 6×

решения следующего вида 

( )( ) ( ,1), ( ,2)

0
,m

m m
B

m
x xτ τ τ

∞

=

 =  ∑U X X , 

( ) ( )( ) ( ,1) ( ,1) ( ,2)

0

, ,B m
m m m

m
x x xτ τ τ τ

∞

=

 =  ∑E H X X , 

( ) ( )( ) ( ,2) ( ,1) ( ,2)

0

, ,B m
m m m

m
x x xτ τ τ τ

∞

=

 =  ∑S H X X    ( )( )0 1,x x x∈ .                (5.87) 

Здесь ( )( , )s
m xτH  ( )1,2s =  – определяемые соотношениями (5.19), (5.20) матрицы 

размерности 6 3× . 

Для матричных коэффициентов ( )
,m j
τA  в рекуррентных соотношениях (5.84) 

получены следующие асимптотические при m →∞  оценки 
( )

1,1 2m h mτ κ+ ≤A I ,     ( ) 2
2,2m h mτ κ+ ≤A I , 

( )
,m j j mτ κ≤A    ( )3,5,6,7j = ,    ( ) 2

,m j j mτ κ≤A    ( )4,8,9,10,11j = ,     (5.88) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )22 22 2 2 2 2
1 12 66 11 66 13 55 11 5527h c c c c k c c c cκ τ − − − −= + + + + + +

        , 

( ) ( ) ( ) ( )22 22 2 2 2 2 2
2 12 66 11 66 13 55 11 5527 4h c c c c k c c c cκ τ − − − −= + + + + + +

        , 

( )3 2 2
3 13 55 11 55h k c c c cκ − −= + +

    , 
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2 2 24 2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 11 55 55 33 66 44h c k c c k c c k cκ − − −= Ω − + Ω − + Ω −  

      , 

( )5 3 1 2qκ λ d= − ,   ( )6 2 3 1 2qhκ λ d= − ,   ( )2
7 3 1 2qhκ λ d= − , 

( ) ( )2 23 2 2
8 11 13 55 55 55 131 1h q k c c c c c cκ λ d d d d− −= − − + − −

      , 

( )2 2
9 3 1qκ λ d d= − ,   ( )2 2

10 2 3 1q hκ λ d d= − , 

( )2 2 2
11 3 1q hκ λ d d= − .                                      (5.89) 

На основании соотношений (5.89) получается следующее асимптотическое при 

m →∞  представление для рекуррентных соотношений (5.86) 
( , ) ( , )( , ) 2

1 22 s ss
m m mh hτ ττ

− −= − −X X X .                                      (5.90) 

Характеристическое уравнение для (5.90) имеет вид (5.39) и по аналогии со 

случаем крутильных волн показывается, что разложения (5.13), (5.18), (5.87) 

сходятся абсолютно и равномерно на любом отрезке [ ]0 1,x x x∈    таком, что 

[ ] ( )0 1 0 1,, x xx x⊂  . 

 

5.2. Интегрирование уравнений волнового деформирования 

трансверсально изотропного протяженного цилиндра кольцевого сечения 

 

5.2.1. Базисные решения в случае осесимметричных волн. В случае 

трансверсально изотропного материала вся группа соотношений (5.21) – (2.64), 

полученная для крутильных волн в цилиндрически ортотропных протяженных 

цилиндрах кольцевого поперечного сечения остается неизменной 

( )( )66 11 12 2c c c= −   , таким образом, указанные соотношения определяют решение 

целевой задачи для указанного типа волн и в рассматриваемом случае 

анизотропии. 

В случае продольно-сдвиговых волн ( )0, 0τ β= =  справедливыми остаются 

соотношения (5.65) – (5.69), (5.71), (5.73) – (5.79), (5.81). Выражение (5.72) 

записывается в таком виде 
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( )22 11 23 13 55 44 66 11 12

( ) ( )
, , , , , 2 (1,3),(

0

1,3)
m j m
LS

j c c c c c
W

c c c c= = = = −

 =   
Q Q

        

   ( )0,11j = ,   ( )0,m = ∞ , 

(5.91) 

а в представлениях (5.70) и (5.80) делается замена 

22 11c c=  ,   23 13c c=  ,   55 44c c=  ,   ( )66 11 12 2c c c= −   .              (5.92) 

Остается также справедливым доказанное в случае цилиндрически ортотропного 

материала утверждение об абсолютной и равномерной сходимость разложений 

(5.68), (5.78) на любом отрезке [ ]0 1,x x x∈    таком, что [ ] ( )0 1 0 1,, x xx x⊂  . 

В рассматриваемом случае продольно-сдвиговых волн в системе 

дифференциальных уравнений (5.3) остаются два уравнения 

( ) ( )(0) ( )
1 (1,3),(1,3)

ˆLSWr r  =  UM O    ( )( )0 1,r r r∈ .                    (5.93). 

В частном случае 0q =  (однородный материал) эти уравнения имеют известное 

решение в функциях Бесселя. Базисные решения уравнений модели для 0q =

определяются соотношениями (2.54) – (2.57), (2.64), (2.73), (2.74). При этом 

полагается, что в представлениях (2.64) произвольный векторный коэффициент B  

имеет размерность 4 , а в представлениях (2.73) матричная функция ( )( )
j
LSW rY  

имеет вид 

( )
( ) ( )
( ) ( )

0 0( )

1 1

j j
j

j

SW

j

L
J r Y r

r
J r Y r

κ κ

κ κ

 
 =
 
 

Y    ( )1,2j = .                       (5.94) 

Здесь jκ  ( )1,2j =  – определимые соотношениями (2.72) параметры; ( )nJ z  и 

( )nY z  – функции Бесселя. 

5.2.2. Базисные решения в случае неосесимметричных волн. В 

неосесимметричном случае ( ), 0τ β∈ =}  остаются справедливыми ранее 

полученные соотношения (5.1), (5.3), (5.5) – (5.9), (5.11), (5.13) – (5.16), (5.18), 

(5.19), (5.82) – (5.88), (5.90). В представлениях (5.4), (5.12), (5.17), (5.89) делается 

замена (5.92), а выражения (5.2), (5.10) и (5.20) соответственно записываются в 

таком виде 
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( ) ( )( )( ) ( )trr rτ τ=S C E  ,                                         (5.95) 

( ) ( )( )( ) ( )trx xτ τ=S C E  ,                                         (5.96) 

( ) ( )( ,2) ( ) ( ,1)tr
m mx xτ τ=H C H .                                       (5.97) 

Здесь 

( )

11 12 13

12 11 13

13 13 33( )

44

44

66 11 12

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2

tr

c c c
c c c
c c c

c
c

c c c

 
 
 
 

=  
 
 
 

= −  

C

  

  

  







  

. 

В рассматриваемом случае неосесимметричных волн система 

дифференциальных уравнений (5.3) в частном случае 0q =  (однородный 

материал) имеют известное решение в функциях Бесселя. Базисные решения 

уравнений модели для 0q =  определяются соотношениями (1.38), (1.40), (1.42), 

(1.44), (2.1) – (2.4), (2.7) – (2.9), (2.93), (2.103), (2.104). При этом полагается, что в 

представлениях (2.93) произвольный векторный коэффициент B  имеет 

размерность 6 , а в представлениях (2.103) матричная функция ( )( )
j rτY  имеет вид 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1

j j
j

j j

J r Y r
r

J r Y r

τ τ

τ τ

τ
κ κ

κ κ+ +

 
 =
 
 

Y    ( )1,3j = .                     (5.98) 

Здесь jκ  ( )1,3j =  – определимые соотношениями (2/35), (2.72) параметры; ( )nJ z  

и ( )nY z  – функции Бесселя. 

 

5.3. Интегрирование уравнений волнового деформирования 

анизотропного протяженного цилиндра секторно-кольцевого сечения 

 

Рассматривается волновод, имеющий в поперечном сечении форму 

кольцевого сектора (Рисунок 1.4), занимающий в безразмерных цилиндрических 

координатах Or zθ  область 4V  (1.6) с граничной поверхностью 4G  (1.11). 
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Функциональный закон радиальной неоднородности трансверсально изотропного 

материала задается соотношениями (1.35), (1.37). Математическая модель в 

случае трансверсально-изотропного материала включает уравнения (1.14), (1.16), 

(1.20), а в случае цилиндрически ортотропного материала – (1.14), (1.18), (1.20). 

Математическую модель дополняют условия на радиальных (1.30) и 

цилиндрических (1.31) либо (1.32) участках граничной поверхности. В рамках 

рассматриваемых моделей остаются справедливыми соотношения (1.38), (1.40), 

(1.42), (1.44), (2.1) – (2.4), (2.7) – (2.9), в которых из геометрических соображений 

снимается ограничение {0}τ ∈ ∪} . Входящие в указанные соотношения 

векторные функции ( )( ) rτE  определяются выражениями (5.1), а ( )( ) rτS  – 

выражениями (5.2) в случае трансверсально-изотропного материала или (5.94) в 

случае цилиндрически ортотропного материала. В рассматриваемом волноводе с 

учетом представлений (1.38), (2.1), (2.7) подлежат независимому исследованию 

волны S -типа ( )0β =  и волны A -типа ( )2β π= . 

Представления (1.38), (1.40), (2.1), (2.2), (2.7), (2.8) и граничные условия 

(1.30) определяют вспомогательную спектральную задачу построения решений 

уравнений соответствующей модели, удовлетворяющих на радиальных участках 

граничной поверхности волновода однородным условиям (1.30) (далее 

спектральные решения). Множество собственных значений указанных 

спектральных задач для обеих рассматриваемых моделей анизотропии задается 

уравнением (3.2) и имеет вид (3.3). 

Решения уравнений модели волнового деформирования цилиндра секторно-

кольцевого сечения, как и в случае цилиндра кольцевого сечения, после замены 

переменных (5.5) строятся в новой системе безразмерных координат Ox zθ . При 

этом остаются справедливыми построенные для волноводов кольцевого 

поперечного сечения представления общих решений уравнений соответствующей 

модели через базисные решения. В случае трансверсально-изотропного материала 

волновода это представления (1.37), (5.6) – (5.8), (5.17), (5.19), (5.20), (5.85) – 

(5.89), а в случае цилиндрически ортотропного материала – представления (1.37), 
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(5.6) – (5.8), (5.19), (5.85) – (5.89), (5.98), (5.99). Указанные представления при 

выборе значений параметра τ  из множества собственных значений (3.3) 

определяют спектральные решения поставленных выше вспомогательных 

спектральных задач. 

Для однородного ( )0q =  трансверсально-изотропного цилиндра секторно-

кольцевого сечения общие решения уравнений модели определяются через 

базисные решения также соотношениями (1.38), (1.40), (1.42), (1.44), (2.1) – (2.4), 

(2.7) – (2.9), (2.93), (2.103), (2.104), (3.3). При этом полагается, что в 

представлениях (2.93) произвольный векторный коэффициент B  имеет 

размерность 6 , а в представлениях (2.103) матричная функция ( )( )
j rτY  задается 

соотношением (5.93). 

 

5.4. Получение дисперсионных соотношений 

 

Рассмотренные математические модели волновых процессов в протяженных 

цилиндрах кольцевого поперечного сечения из трансверсально изотропных и 

цилиндрически ортотропных материалов включают единые условия свободной 

(1.28) либо жестко закрепленной (1.29) граничной поверхности. С учетом 

полученных представлений решений уравнений моделей через базисные решения 

каждый набор указанных однородных граничных условий порождает 

трансцендентное уравнение, определяющее дисперсионный спектр целевой 

задачи. 

В случае распространения крутильных волн ( )0, 2τ β π= =  в свободном 

либо жестко закрепленном протяженном цилиндре кольцевого поперечного 

сечения для обеих рассмотренных моделей анизотропии, базисные решения 

уравнений которых представлены соотношениями (5.21) – (5.23), (5.27), (5.29), 

(5.31) – (5.36) { }( )0q∈ ∪}  дисперсионные соотношения соответственно имеют 

вид 
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,    (5.104) 

где 

( ) 1
0 1 *1x R R h−= − − ,  ( ) 1

1 2 * 1x R R h−= − ,  [ ] [ ] ( )0 1 0 1, 1,1 ,x x x x⊆ − ⊂  ,    (5.105) 

а для базисных решений, представленных соотношениями (1.37), (2.25) – (2.28), 

(5.41) и, либо (2.39), (5.42), (5.43) при 0q = , либо (5.45), (5.50), (5.51) или (5.52), 

(5.56), (5.57) при 1q =  ( )0λ ≠ , либо (5.64) при 2q =  ( )0λ ≠  – 
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,  (5.106) 

где 

0 1 *r R R= ,  1 2 *r R R= ,  [ ] [ ] ( )0 1 0 1, 1 ,1 ,r r h h r r⊆ − + ⊂  .             (5.107) 

В случае распространения продольно-сдвиговых волн ( )0, 0τ β= =  в 

свободном либо жестко закрепленном протяженном цилиндре кольцевого 

поперечного сечения, когда базисные решения уравнений модели с 

трансверсально-изотропным материалом представлены соотношениями (5.65) – 

(5.67), (5.69), (5.70), (5.72), (5.74) – (5.78) { }( )0q∈ ∪} , а базисные решения 

уравнений модели с цилиндрически ортотропным материалом представлены 

соотношениями (5.65) – (5.67), (5.69), (5.100), (5.101), (5.74) – (5.78) { }( )0q∈ ∪} , 

дисперсионные соотношения соответственно получают представление 
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.  (5.108) 

Если же базисные решения уравнений модели с однородным ( )0q =  

трансверсально-изотропным материалом представлены соотношениями (1.37), 

(2.54) – (2.57), (2.64), (2.73), (2.74), (5.83), то дисперсионные соотношения 
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соответственно записываются так: 
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В случае распространения неосесимметричных волн ( ), 0τ β∈ =}  в 

свободном либо жестко закрепленном протяженном цилиндре кольцевого 

поперечного сечения, когда базисные решения уравнений модели с 

трансверсально-изотропным материалом представлены соотношениями (5.6) – 

(5.8), (5.17), (5.19), (5.20), (5.85) – (5.89) { }( )0q∈ ∪} , а базисные решения 

уравнений модели с цилиндрически ортотропным материалом представлены 

соотношениями (5.6) – (5.8), (5.19), (5.85) – (5.89), (5.98), (5.99) { }( )0q∈ ∪} , 

дисперсионные соотношения имеют вид 
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.     (5.110) 

Когда же базисные решения уравнений модели с однородным ( )0q =  

трансверсально-изотропным материалом представлены соотношениями (1.37), 

(2.54) – (2.57), (2.64), (2.73), (2.74), (5.83) – дисперсионные соотношения 

соответственно записываются так: 
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.   (5.111) 

Рассмотренные в данном разделе математические модели волновых 

процессов в протяженных цилиндрах секторно-кольцевого поперечного сечения 

из трансверсально изотропных и цилиндрически ортотропных материалов, 

построенные аналитические спектральные решения вспомогательных 

спектральных задач для которых удовлетворяют уравнениям соответствующей 

модели и обеспечивают точное выполнение однородных условий на радиальных 
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участках граничной поверхности (1.30), включают также однородные условия 

свободных (1.31) либо жестко закрепленных (1.32) цилиндрических участков 

граничной поверхности. Учитывая, что указанные спектральные решения 

опираются на представления базисных решений для волноводов кольцевого 

поперечного сечения, дисперсионные соотношения, определяющие независимые 

спектры волн S -типа ( )0β =  и A -типа ( )2β π=  в протяженных цилиндрах 

секторно-кольцевого поперечного сечения, изготовленных из материалов 

рассмотренных классов анизотропии, записанные в терминах спектральных 

решений, будут иметь вид (5.110) { }( )0q∈ ∪}  либо (5.111) ( )0q = , где значения 

параметра τ  определяются выражением (3.3). 

Следует также отметить, что особенностью представленных моделей 

волновых процессов в протяженных цилиндрах секторно-кольцевого поперечного 

сечения со свободными либо жестко закрепленными цилиндрическими участками 

граничной поверхности является их полная идентичность при 2α π= , 0β =  и 

1n =  моделям распространения нормальных волн с круговым волновым числом 

1τ =  ( )0β =  вдоль протяженных цилиндров кольцевого поперечного сечения 

соответственно со свободной либо жестко закрепленной граничной 

поверхностью. Этот факт может использоваться для численной верификации 

построенных аналитических решений. 

 

5.5. Результаты численных экспериментов 

 

Для крутильных волн в полом анизотропном цилиндре специфика 

рассмотренного варианта закона радиальной неоднородности физико-

механических свойств материала волновода (1.35), (1.37) влечет за собой 

характерную, описанную в п.п. 2.3, структуру спектра бегущих нормальных волн 

как множества кривых вида (2.154). Форма дисперсионного соотношения (5.104) 

позволяет последовательно использовать результаты анализа параметрической 

зависимости ( )d λ  и соотношения (2.155) для исследования факторов влияния 
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параметра неоднородности λ  ( )1q =  и показателя степени механической 

анизотропии материала цилиндра (0) (0)
44 66/c cη =  ( )* 66c c=   на структуры 

дисперсионных спектров изучаемых волн. Результаты расчетов зависимостей 

( )d λ  в диапазоне [ 2,2]λ ∈ −  для цилиндра с закрепленной граничной 

поверхностью и приведенными геометрическими параметрами [ ]2 3,4 3r∈  

( )1 3h =  показаны на Рисунке 5.1-а. Представленные зависимости являются 

немонотонными, что в большей степени характерно для случая волн низшей 

моды. Их анализ показывает, что в рассмотренном интервале изменения 

параметра неоднородности λ  его влияние является достаточно мягким и 

существенно снижается по мере роста номера моды бегущих волн. Рост значений 

(2)d  по отношению к ( 2)d −  составляет в случае первой моды спектра 32.0%, в 

случае второй моды – 9.9%, а в случае пятой моды – лишь 1.7%. Различия в 

топологических картинах распределений пяти низших действительных ветвей 

спектров для закрепленных цилиндров с идентичными параметрами 2λ =  и 

различающимися показателями механической анизотропии 1 / 3η =  и 3η =  

характеризуют соответственно Рисунок 5.1-б и Рисунок 5.1-в. 

   
а б в 

Рис. 5.1. 

Специфика рассмотренного варианта закона неоднородности физико-

механических свойств материала волновода влечет за собой неизменность 

параметров скоростей объемных сдвиговых волн при любых значениях 

показателя λ . В свою очередь, это обуславливает идентичность асимптотик мод 

распространяющихся нормальных волн кручения в высокочастотном 
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коротковолновом диапазоне при любых значениях показателя λ . 

Различия кинематических форм упругих колебательных перемещений в 

исследуемых волнах для цилиндров с различными показателями 

экспоненциальной неоднородности характеризуют, в частности, распределения 

относительных интенсивностей динамических крутильных перемещений 

[ 1,1]
( ) ( ) max ( )

x
V x u x u xθ θ θ

∈ −
=    в сечении волновода для моментов времени, 

соответствующих началу периода волновых колебаний. Подобные распределения 

в цилиндрах с альтернативными показателями радиальной неоднородности 

2.0λ = −  (сплошная линия) и 2.0λ =  (пунктирная линия) соответственно 

приведены на Рисунке 5.2-а для волн первой моды и на Рисунке 5.2-б для волн 

пятой моды. 

  
а б 

Рис. 5.2. 

Особенностью приведенных распределений, дающих представление об 

изменениях локализации областей повышенной интенсивности волновых 

колебаний, является неизменность положения узловых точек анализируемых 

форм. 

Для численного исследования факторов влияния параметров радиальной 

неоднородности ( ),qλ  и значений окружного волнового числа τ  на 

топологическую картину спектра бегущих нормальных волн в полом радиально 

неоднородном свободном цилиндре нормированной толщины 2 0,4h =  в качестве 

материала волновода выбирался введенный в рассмотрение в п.п. 2.4 

трансверсально-изотропный материал М1. Расчет фрагментов спектров 
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проводились для окружного волнового числа 1τ =  в диапазонах изменения 

нормализованной частоты [ ]0;20ta cω ∈  и нормализованного продольного 

волнового числа [ ]0;30k a∈  ( )*a R=  для случаев однородного ( ) ( ), 0,0qλ =  и 

неоднородных ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, ln 2 ,6 , ln 2 ,6 , ln 2 ,7qλ ∈ −  материалов цилиндра. На 

Рисунке 5.3-а и Рисунке 5.3-б представлены спектры распространяющихся 

нормальных волн для неоднородных волноводов с параметрами неоднородности 

соответственно ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ =  и ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ = − . 

  
а б 

Рис. 5.3. 

Нормирующий параметр tc  с размерностью скорости для всех рисунков 

представленного исследования имеет фиксированное значение, определяемое из 

условия равенства единице низшей ненулевой нормализованной критической 

частоты (мода с порядковым номером в спектре 2) в случае однородного 

волновода ( )( )(2)
0,0 0 1,956596Ω ≈ . Для анализа количественных различий в спектрах 

однородного и неоднородного волноводов используется функция сравнения 

парных по номеру в соответствующих спектрах мод (2.156). Ниже приведены 

результаты сравнений для пяти низших мод в паре волноводов, когда 

неоднородные материалы цилиндров в соответствующей паре задавались 

параметрами ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ =  (Рисунок 5.4-а), ( ) ( )( ), ln 2 ,7qλ =  (Рисунок 5.4-б). 

Порядковый номер сопоставляемых мод визуализировался уникальным в рамках 

рисунка типом линии. В качестве основных результатов отмечается, что 

неоднородность вида ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ =  практически не сказывается на поведении 
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трех низших мод в длинноволновом диапазоне [ ]0;2k a∈  в то время как на моды 

с последующими номерами влияние существенным образом сказывается на всем 

исследованном диапазоне варьирования волнового числа. 

  
а б 

Рис. 5.4. 

При этом отмеченное влияние проявляется, в первую очередь, в системном 

смещении указанных мод в область меньших частот ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ = . Влияние 

неоднородности вида ( ) ( )( ), ln 2 ,7qλ =  проявляется в гораздо меньшей степени, 

преимущественно для двух низших мод и только начиная с 14k a ≈ . 

На Рисунке 5.5-а и Рисунке 5.5-б представлены графики нормализованных 

фазовых скоростей бегущих нормальных волн в цилиндрах, материалы которых 

имеют параметры неоднородности соответственно ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ =  и 

( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ = − . 

  
а б 

Рис. 5.5. 
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Наибольшее влияние радиальной неоднородности на картину распределения 

фазовых скоростей выявлено в случаях ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ = ±  для мод начиная с 

четвертой, в то время как для случая неоднородности ( ) ( )( ), ln 2 ,7qλ =  в 

исследованной области частот визуальных различий с картиной распределения 

фазовых скоростей для однородного цилиндра не наблюдалось. 

На Рисунке 5.6-а и Рисунке 5.6-б представлены графики нормализованных 

групповых скоростей бегущих нормальных волн в цилиндрах, материал которых 

имеет параметры ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ =  и ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ = −  соответственно. 

  
а б 

Рис. 5.6. 

Наибольшее влияние неоднородности материала волновода проявилось на 

распределении групповых скоростей мод на участках существования обратной 

волны именно для представленных типов неоднородности. Так, для шестой моды 

область отрицательных значений групповой скорости при локализованном 

возрастании значений физико-механических параметров материала цилиндра у 

его граничных поверхностей (Рисунок 5.6-а) сместилась в сторону уменьшения 

частоты с одновременным увеличением абсолютных значений групповой 

скорости, в то время как локализованное уменьшение значений физико-

механических параметров материала цилиндра у его граничных поверхностей 

(Рисунок 5.6-б) привело к обратному эффекту. Асимметричный относительно 

серединной поверхности цилиндра характер радиальной неоднородности 
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( ) ( )( ), ln 2 ,7qλ =  практически не сказался на топологической картине 

распределения групповых скоростей в исследованном диапазоне частот. 

Расчет фрагментов спектров бегущих нормальных волн в полом свободном 

цилиндре проводился также в случае выбора в качестве радиально неоднородного 

материала волновода введенного в рассмотрение в п.п. 2.4 цилиндрически 

ортотропного материал М5 для окружного волнового числа 1τ =  в диапазонах 

изменения нормализованной частоты [ ]0;30ta cω ∈  и нормализованного 

продольного волнового числа [ ]0;40k a∈  ( )2a R=  для случаев однородного 

( ) ( ), 0,0qλ =  и неоднородного ( ) ( )( ) ( )( ){ }, ln 2 ,6 , ln 3 2 ,6qλ ∈ −  материала. 

Нормирующий параметр tc  с размерностью скорости для всех рисунков 

представленного исследования имеет фиксированное значение, определяемое из 

условия равенства единице низшей ненулевой нормализованной критической 

частоты (мода с порядковым номером в спектре 2) в случае однородного 

материала ( ( )(2)
0,0 0 1.2385Ω ≈  при * 2R R= ). Для исследования влияния на 

спектральную картину характера локализации в теле цилиндра неоднородности 

материала расчет проводился для случаев: * 1R R=  [ ] [ ]( )1,4 3 , 1 3, 0,1r h x∈ = ∈ , 

характеризующегося зоной локализации неоднородности у внешней поверхности 

цилиндра; * 2R R=  [ ] [ ]( )3 4,1 , 1 4, 1,0r h x∈ = ∈ − , характеризующегося зоной 

локализации неоднородности у внутренней поверхности цилиндра. При этом для 

( )ln 2λ = −  в зоне локализации имело место уменьшение на 50% физико-

механических характеристик материала, а для ( )ln 3 2λ =  – на те же 50% 

увеличение. Сравнительный анализ построенных спектров показал 

относительную стабильность общей качественной топологической картины мод 

распространяющихся волн. На Рисунке 5.7 представлен спектр 

распространяющихся нормальных волн для неоднородного волновода с 

параметрами неоднородности ( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ =  в случаях локализации 

неоднородности у внутренней поверхности цилиндра. Для анализа 
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количественных различий в спектрах 

однородного и неоднородного волноводов 

используется функция сравнения парных по 

номеру в соответствующих спектрах мод 

(2.156). Ниже приведены результаты сравнений 

для пяти низших мод, когда неоднородный 

материал цилиндра в соответствующей паре 

сопоставляемых спектров задавался 

параметрами ( ) ( )( ), ln 2 ,6qλ = −  и ( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ =  в случаях локализации 

неоднородности у внешней (соответственно Рисунок 5.8-а и Рисунок 5.8-б) и 

внутренней (соответственно Рисунок 5.9-а и Рисунок 5.9-б) поверхностей 

цилиндра. 

  
а б 

Рис. 5.8. 
 

  
а б 

Рис. 5.9. 

 

Рис. 5.7. 
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В качестве основных результатов отмечается, что изменение, как относительного 

максимального уровня локализации ( ) ( )( )ln 2 ,0, ln 3 2λ λ λ= = − = , так и зоны 

локализации ( )* 1 * 2,R R R R= =  практически не сказались на поведении трех 

низших мод в длинноволновом диапазоне [ ]0;5k a∈ , при этом диапазон 

изменения нормализованного волнового числа, в котором различий в поведении 

двух низших мод практически не наблюдалось, оказался зависимым от указанных 

факторов: [ ]0;10k a∈  для ( )ln 2λ = − , * 1R R=  и ( )ln 3 2λ = , * 2R R= ; [ ]0;8k a∈  

для ( )ln 3 2λ = , * 1R R= ; [ ]0;12k a∈  для ( )ln 2λ = − , * 2R R= . На старшие моды 

влияние указанных факторов существенным образом сказались на всем 

исследованном диапазоне изменения нормализованного волнового числа, и 

проявилось это, в первую очередь, в системном смещении указанных мод в 

область меньших частот при локальном увеличении физико-механических 

характеристик материала ( )( )ln 3 2λ =  и соответственно в область больших 

частот при локальном уменьшении физико-механических характеристик 

материала ( )( )ln 2λ = − . Отраженные на Рисунках 5.8-5.9 тенденции в целом 

указывают на стремление асимптотических значений фазовых скоростей данных 

волн к соответствующим значениям для однородного цилиндра. При этом 

траектория второй дисперсионной кривой, как показывают результаты расчетов, в 

данном диапазоне относительных длин вначале совпадает с траекторией 

соответствующей кривой для однородного цилиндра, а затем в области 

локального сближения с третьей модой ( )21k a ≈  почти скачкообразно переходит 

на параллельную этой кривой траекторию. 

Распределения нормализованных фазовых и групповых скоростей бегущих 

нормальных волн из четырех низших мод спектра для неоднородных цилиндров 

( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ =  с зоной локализации неоднородности у внутренней 

поверхности волновода представлены соответственно на Рисунке 5.10 и 

Рисунке 5.11. 
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Рис. 5.10. Рис. 5.11. 

Для анализа эффектов влияния параметров неоднородности, частоты, 

окружного волнового числа и механической анизотропии на структуру и свойства 

дисперсионных спектров бегущих нормальных волн в функционально-

градиентных цилиндров секторно-кольцевого сечения реализованы исследования 

ряда вариантов задачи рассматриваемого типа с использованием разработанного и 

верифицированного программного приложения. Одним из приемов верификации 

для исследуемых случаев наличия гибких нерастяжимых покрытий на участках 

секторного выреза ( )
4G ±  явилось свойство физической эквивалентности волнового 

поля в цилиндре с вырезом угловой меры 2α π=  и поля волн в цилиндре 

замкнутого кругового сечения. При численных расчетах в качестве радиально 

неоднородного материала волновода выбирался введенный в рассмотрение в п.п. 

2.4 трансверсально-изотропный материал М1. Расчет фрагментов спектров 

бегущих нормальных волн проводился для случаев 2α π= , 0β = , (1) 1τ =  и 

9 10α π= , 0β = , (1) 5 9τ =  в диапазонах изменения нормализованной частоты  

[ ]0;7ta cω ∈  и нормализованного продольного волнового числа [ ]0;70k a∈  

( )( )* 1 2 1 22, 2, 3a R R R R R= = + = =  для однородного ( ) ( ), 0,0qλ =  и 

неоднородного ( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ = ±  материала волновода нормированной 

толщины 2 2 5h =  со свободными цилиндрическими участками граничной 

поверхности. На Рисунке 5.12 представлен спектр бегущих нормальных волн в 
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радиально неоднородном ( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ =  цилиндре с мерой кольцевого 

сектора в его сечении 9 10α π= . Нормирующий параметр tc  с размерностью 

скорости имеет фиксированное значение, определяемое из условия равенства 

единице нормализованной критической частоты первой моды спектра для 

однородного волновода в случае 2α π= , 0β = , (1) 1τ =  ( )( )(1)
0,0 0 15,3639Ω ≈ . Для 

количественной оценки влияние параметров волновода на характер поведения 

отдельных мод используется функция сравнения парных по номеру мод в 

спектрах неоднородного и однородного волноводов (2.156). На Рисунке 5.13 

представлены для случая 9 10α π=  результаты сопоставления спектров 

неоднородного ( ) ( )( ), ln 3 2 ,6qλ =  и однородного ( ) ( ), 0,0qλ =  волноводов. 

  
Рис. 5.12. Рис. 5.13. 

Представленные зависимости указывают на усложнение картины влияния 

фактора неоднородности в случае волноводов с данной геометрией сечений, для 

которых топологическая структура спектров характеризуется большим числом 

узких частотных диапазонов локального сближения и расталкивания смежных 

мод спектра с выраженной картиной «обмена» групповыми скоростями 

соответствующих этим модам нормальных бегущих волн. Общей тенденцией в 

распределениях дисперсионных кривых в этих областях является резкое 

сближение верхней из сходящихся кривых после прохождения точки 

расталкивания с траекторией соответствующей кривой для однородного цилиндра 

и противоположный эффект «отдаления» нижней из сходящихся кривых после 

расталкивания от траектории соответствующей моды однородного цилиндра. 
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Данный эффект для областей «сближения-расталкивания» для мод с номерами в 

спектре 4 – 6, 10 – 12 и 13 – 15 соответственно проиллюстрирован на Рисунках 14 

– 16. 

   
Рис. 5.14. Рис. 5.15. Рис. 5.16. 

 

Выводы к разделу 5 

 

В разделе решена задача разработки теоретической численно-

аналитической методики исследования процесса распространения нормальных 

упругих волн в радиально неоднородных трансверсально-изотропных и 

цилиндрически ортотропных протяженных цилиндрах кольцевого и секторно-

кольцевого поперечного сечения со свободной либо жестко закрепленной 

граничной поверхностью. 

В рамках реализованных исследований: 

1. Разработана методика построения базисных множеств частных решений 

уравнений волнового деформирования трансверсально-изотропных и 

цилиндрически-ортотропных цилиндров кольцевого поперечного сечения с 

экспоненциально-степенной радиальной неоднородностью для краевых задач о 

спектрах осесимметричных и неосесимметричных нормальных упругих волн. 

2. Для задач о распространении нормальных крутильных волн в 

трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных цилиндрах 

кольцевого сечения для двух специальных случаев экспоненциально-степенной 

радиальной неоднородности материала в замкнутой форме построены базисные 

наборы частных решений уравнений волновой динамики, представленные через 
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функции Уиттекера и интегралы биконфлюэнтного уравнения Гойна. 

3. Поставлены и решены две вспомогательные спектральные задачи для 

исследования проблемы распространения нормальных волн S -типа и A -типа в 

трансверсально-изотропных и цилиндрически ортотропных протяженных 

цилиндрах с радиальной неоднородностью материала экспоненциально-

степенного типа, имеющих поперечные сечения в виде кольцевого сектора при 

наличии гибкого нерастяжимого покрытия на радиальных участках граничной 

поверхности; построены базисные множества аналитических решений указанных 

спектральных задач. 

4. Разработаны программные приложения для реализации алгоритмов 

вычисления аналитических частных решений указанных спектральных задач. 

5. Проведен сравнительный анализ топологического строения 

дисперсионных спектров, распределений фазовых и групповых скоростей 

бегущих нормальных волн в однородных и радиально неоднородных 

трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных протяженных 

цилиндрах кольцевого и секторно-кольцевого поперечного сечения для случаев 

свободных и жестко закрепленных цилиндрических участков граничной 

поверхности и наличия гибкого нерастяжимого покрытия на радиальных участках 

граничной поверхности волноводов секторно-кольцевого сечения, 

проанализированы и описаны эффекты влияния на указанные характеристики 

параметров экспоненциально-степенной радиальной неоднородности материала 

волновода. 

Основные положения данного раздела отражены в публикациях [137, 139, 

146, 153, 156, 157, 161, 165]. 
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РАЗДЕЛ 6 

ВОЛНЫ ДЕФОРМАЦИЙ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ И 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИ ОРТОТРОПНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ГРАДИЕНТНЫХ ЦИЛИНДРАХ КОЛЬЦЕВОГО ПОПЕРЕЧНОГО 

СЕЧЕНИЯ С ЖИДКОСТНЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 

 

6.1. Получение дисперсионных соотношений в рамках модели 

гидродинамики для потенциальных движений невязкой слабосжимаемой 

жидкости 

 

Рассматривается протяженный цилиндр концентрического кольцевого 

сечения с внутренним радиусом 1R  и внешним радиусом 2R , занимающий в 

системе безразмерных цилиндрических координат Or zθ  область 3V  (1.5) 

(Рисунок 1.3). Закон радиальной неоднородности трансверсально изотропного 

или цилиндрически ортотропного материала цилиндра задается соотношениями 

(1.35), (1.37). Внутренняя полость цилиндра заполнена невязкой слабосжимаемой 

жидкостью. Область заполнителя в указанной системе координат имеет вид 

[ ] [ ] ( ){ }0 1 *0, ; , ; ,V r R R zθ π π= ∈ ∈ − ∈ −∞ ∞ .                      (6.1) 

Граничными поверхностями анизотропного полого цилиндра и тела заполнителя 

соответственно являются 3G  и 0G , при этом (1)
0 3G G=  (1.10). 

Задача анализа спектров и свойств нормальных упругих волн, 

распространяющихся вдоль рассматриваемого волновода, формулируется в 

системе нормированных безразмерных цилиндрических координат с 

использованием соотношений пространственной линейной математической 

модели динамического напряженно-деформированного состояния упругих тел с 

усложненными физико-механическими свойствами в области полого цилиндра 3V  

(1.14), (1.16) или (1.18), (1.20), (1.35), (1.37), а также уравнений гидродинамики 

для идеальной слабосжимаемой жидкости в области заполнителя 0V . Данные 

уравнения рассматриваются в области 0V  для проекций на оси цилиндрической 
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системы координат безразмерного вектора скоростей v  с компонентами 

( ), ,r zv v vθ , отнесенными к скорости объемных волн в заполнителе 0C , а также для 

безразмерной функции давления p , отнесенного к нормирующему параметру *c . 

Волновое поле в акустической невязкой жидкости определяется 

линеаризованными уравнениями сохранения и динамики, в которых 

пренебрегаются эффекты гравитации [117, 341] 

( )0 * 0 * tR C c pρ ∂ +∇ =v 0


 , 

3
0 0

* *
0t

C
p

c R
ρ

∂ + ∇ ⋅ =v


 .                                             (6.2) 

Предполагая, что плотность 0ρ  во всей области заполнителя 0V  однородна 

( )0 constρ = , получается ∇× =v 0


  и, значит, волновые движения в заполнителе 

являются безвихревыми [117]. Следовательно, скорость v  может быть 

представлена как градиент скалярного потенциала ϕ  

ϕ= ∇v


 .                                                        (6.3) 

В результате подстановки представления (6.3) в уравнения (6.2) получается 

соотношение для определения давления 

( )0 * 0 * tp R C cρ ϕ= − ∂                                               (6.4) 

и уравнение для определения потенциала скорости ϕ  

( )( )2 2 2 2
* 0 0tR C ϕ∇ − ∂ = .                                            (6.5) 

Здесь 2∇  – оператор Лапласа. 

В представленной модели гидродинамики для потенциальных движений 

невязкой слабосжимаемой жидкости для исследуемых нормальных волн с 

круговой частотой ω , нормированным параметром *R  продольным волновым 

числом k  ( )k ∈   и окружным волновым числом τ  { }( )0τ ∈ ∪}  в матричной 

форме вводятся комплексные представления, которые в случае распространения 

волн в теле заполнителя вдоль оси Oz  имеют вид 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1, , , expr z t i t i k z rτ τθ ω θ− +=V T V ,                       (6.6) 
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где ( ), , ,r z tθV  – вектор-столбец с безразмерными компонентами вектора 

скоростей 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , T
r zr z t v r z t v r z t v r z tθθ θ θ θ=   V ;               (6.7) 

( )( ) rτV  – вектор-столбцы с элементами 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ( )) , ,
T

r zr v r v r v rττ τ
θ

τ  =  V    ;                               (6.8) 

( )( )
1
τ θT  ( )0β =  – заданная соотношениями (1.44) диагональная матрица. С 

учетом представления для компонент вектора скоростей (6.6.) для каждого 

заданного окружным волнового числа τ  { }( )0τ ∈ ∪}  регулярное в области, 

содержащей точку 0r =  решение уравнения (6.5) записывается через функции 

Бесселя 

( ) ( ) ( ) ( )0, , , exp cosr z t i ti i k z J rτθ ω τ θ kϕ = − +  ,                       (6.9) 

где ( )2 2 2 2
0 * 0c C kk ρ= Ω −  . Здесь ρ  – параметр в представлении (1.35) для 

функции плотности радиально неоднородного материала полого цилиндра. Тогда 

с учетом представления (6.6.) на основании соотношения (6.3) получается 

выражение для вектора ( )( ) rτV  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0
( )

0, ,
T

r i r J r J r i r J r ikJ rτ τ τ
τ

ττ k k k τ k k+ = − − V  ,   (6.10) 

а на основании соотношения (6.4) – выражение для функции давления p  

( ) ( ) ( ) ( ), , , exp cosp r z t i t i k z p rθ ω τ θ− += 

 , 

( ) ( ) ( )0 0 0* J rp r C c τρ ρ k= −Ω  .                                  (6.11) 

Описанная модель распространения нормальных волн в полом цилиндре с 

жидкостным заполнителем включает условия сопряжения на внутренней 

поверхности протяженного цилиндра 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(1)(1) (1) (1)
33 3 3

* 0, ,, , , , , ,
0r rz rr t r rr zr z rGG G Gz r z

p R C u vθ θθ θ θ
σ σ σ∈∈ ∈ ∈

= = + = ∂ − =  

(6.12) 
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и граничные условия на его внешней поверхности, которые в случае свободной 

или жестко закрепленной поверхности соответственно имеют вид 

( ) ( ) ( )(2) (2)(2)
3 33, , , ,, , 0rr r rzr z G GG r zr zθθ θθσ σ σ∈ ∈∈= = = ,                   (6.13) 

( ) ( ) ( )(2) (2)(2)
3 33, , , ,, , 0r zr z r zrG z GGu u uθθ θθ∈ ∈∈= = = .                      (6.14) 

В случае распространения осесимметричных волн ( )0, 0τ β= = , когда 

базисные решения уравнений модели для полого цилиндра из трансверсально-

изотропного материала представлены соотношениями (5.65) – (5.67), (5.69), (5.70), 

(5.72), (5.74) – (5.78) { }( )0q∈ ∪} , а базисные решения уравнений модели для 

полого цилиндра из цилиндрически ортотропного материала представлены 

соотношениями (5.65) – (5.67), (5.69), (5.100), (5.101), (5.74) – (5.78) { }( )0q∈ ∪} , 

дисперсионные соотношения в случаях сводной либо жестко закрепленной 

внешней поверхности волновода соответственно получают представления 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..4)

( ) ( , )
0 0 (1,4),(1..4)

( , )
1 (1,4),(1..4)

det 0

ˆ

LSW B
r

LSW LSW B

LSW B

v r x

r x

x

τχ      
  

   =    
        

U

P S

O S



  



 





,                      (6.15) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..4)

( ) ( , )
0 0 (1,4),(1..4)

( , )
1

det 0

ˆ

LSW B
r

LSW LSW B

LSW B

v r x

r x

x

τχ   
   

    =   
  
  
  

U

P S

O U



  



 





.                      (6.16) 

Если же базисные решения уравнений модели для полого цилиндра из 

однородного ( )0q =  трансверсально-изотропного материала представлены 

соотношениями (1.37), (2.54) – (2.57), (2.64), (2.73), (2.74), (5.83), то 

дисперсионные соотношения в случаях сводной либо жестко закрепленной 

внешней поверхности волновода соответственно записываются так: 
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( ) ( )

( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..4)

( ) ( , )
0 0 (1,4),(1..4)

( , )
1 (1,4),(1..4)

det 0

ˆ

LSW B
r

LSW LSW B

LSW B

v r r

r r

r

τχ      
  

   =    
        

U

P S

O S



  



 





;                        (6.17) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..4)

( ) ( , )
0 0 (1,4),(1..4)

( , )
1

det 0

ˆ

LSW B
r

LSW LSW B

LSW B

v r r

r r

r

τχ   
   

    =   
  
  
  

U

P S

O U



  



 





.                         (6.18) 

В случае распространения неосесимметричных волн ( ), 0τ β∈ =} , когда 

базисные решения уравнений модели для полого цилиндра из трансверсально-

изотропного материала представлены соотношениями (5.6) – (5.8), (5.17), (5.19), 

(5.20), (5.85) – (5.89) { }( )0q∈ ∪} , а базисные решения уравнений модели для 

полого цилиндра из цилиндрически ортотропного материала представлены 

соотношениями (5.6) – (5.8), (5.19), (5.85) – (5.89), (5.98), (5.99) { }( )0q∈ ∪} , 

дисперсионные соотношения в случаях сводной либо жестко закрепленной 

внешней поверхности волновода соответственно имеют вид 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..6)

( ) ( , )
0 0 (1,5,6),(1..6)

( , )
1 (1,5,6),(1..6)

det 0

ˆ

B
r

B

B

v r x

r x

x

τ τ

τ τ

τ

χ      
  

   =    
        

U

P S

O S



  



 





;                      (6.19) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..6)

( ) ( , )
0 0 (1,5,6),(1..6)

( , )
1

det 0

ˆ

B
r

B

B

v r x

r x

x

τ τ

τ τ

τ

χ   
   

    =   
  
  
  

U

P S

O U



  



 





.                      (6.20) 

Когда же базисные решения уравнений модели для полого цилиндра из 

однородного ( )0q =  трансверсально-изотропного материала представлены 

соотношениями (1.37), (2.54) – (2.57), (2.64), (2.73), (2.74), (5.83) – дисперсионные 
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соотношения в случаях сводной либо жестко закрепленной внешней поверхности 

волновода соответственно записываются так: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..6)

( ) ( , )
0 0 (1,5,6),(1..6)

( , )
1 (1,5,6),(1..6)

det 0

ˆ

B
r

B

B

v r r

r r

r

τ τ

τ τ

τ

χ      
  

   =    
        

U

P S

O S



  



 





;                      (6.21) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( , )
0 0 1,(1..6)

( ) ( , )
0 0 (1,5,6),(1..6)

( , )
1

det 0

ˆ

B
r

B

B

v r r

r r

r

τ τ

τ τ

τ

χ   
   

    =   
  
  
  

U

P S

O U



  



 





.                      (6.22) 

В соотношениях (6.15) – (6.22) ( )0 *i C cχ ρ= − Ω  , 

( ) ( ) ( ) ( )0 00 0( *)

0 0
LSW J rp r c

r
Cρ kρ−Ω  

 = = 
    

P






, 

( )
( ) ( ) ( )0 0

(
0

)
*

0 0
0 0

c rp r C J

r
τ

τ

ρ kρ       = =       

Ω



−



P






.                      (6.23) 

 

6.2. Результаты численных экспериментов 

 

Для проведения численных экспериментов в качестве радиально 

неоднородного материала волновода выбирался введенный в рассмотрение в п.п. 

2.4 трансверсально-изотропный материал М1, а в качестве заполнителя – вода 

{ }3
0 01000 ; 1500кг м C м сρ = = . Параметр δ  имел фиксированное значение 

1 2δ = . Расчет фрагментов спектров осесимметричных бегущих нормальных 

волн в составном волноводе проводился в диапазонах изменения 

нормализованной частоты [ ]0;20ta cω ∈  и нормализованного продольного 
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волнового числа [ ]0;65k a∈  ( )*a R=  для случаев неоднородного 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, ln 2 ,6 ; ln 2 ,6 ; ln 2 ,7ql ∈ −  и однородного ( ) ( ), 0,0ql =  цилиндров 

нормированной толщины 2 0,4h =  со свободной внешней поверхностью. 

На Рисунках 6.1-6.2 представлены ветви спектра распространяющихся 

нормальных волн в имеющих жидкостное заполнение волноводах с параметрами 

неоднородности соответственно ( ) ( )( ), ln 2 ,6ql =  и ( ) ( )( ), ln 2 ,6ql = − . 

  

Рис. 6.1. Рис. 6.2. 

Во всех рассмотренных случаях дисперсионные спектры для заполненных 

цилиндров включают ветви, являющиеся в определенной мере 

трансформированными ветвями соответствующих спектров для цилиндров без 

заполнения со свободными граничными поверхностями (эти ветви на 

приведенных рисунках изображаются сплошными линиями) и ветви, наличие 

которых в спектре связано именно с появлением жидкостного заполнителя во 

внутренней полости упругого цилиндра (изображаемые на диаграммах 

дисперсионных кривых пунктирными линиями). Нормирующий параметр tc  с 

размерностью скорости для всех представленных на рисунках диаграмм 

дисперсионных кривых имеет фиксированное значение, определяемое из условия 

равенства единице низшей ненулевой нормализованной критической частоты 

ветвей спектра, то есть критической частоты для волн моды с порядковым 

номером три в рассматриваемых спектрах в случае заполненного водой 
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однородного цилиндрического волновода ( )( )(3)
0,0 0 4,00893Ω ≈ . 

Сравнительный анализ спектров для рассмотренных параметров 

неоднородности материала цилиндра свидетельствует об относительной 

стабильности общей качественной картины распределения действительных 

ветвей спектра, отвечающих модам распространяющихся волн. При этом 

отмечается локальное качественное влияние на характер поведения отдельных 

мод в конкретных частотных диапазонах, в частности, для мод с порядковыми 

номерами 8, 9 (пунктирные линии) и мод с порядковыми номерами 10, 11 

(сплошные линии) в относительно длинноволновом диапазоне значений 

приведенного волнового параметра [ ]0;10k a∈ . 

Для количественного анализа различий в рассчитанных спектрах 

используется введенная и описанная в предыдущих подразделах функция 

сравнения (2.156) для мод с одинаковыми номерами в сопоставляемых спектрах. 

С целью выявления парциального влияния фактора неоднородности на 

распределения «возмущенных мод полого цилиндра» и «мод, возникающих как 

следствие появления заполнителя», результаты сравнительного анализа для 

каждой конкретной пары сопоставляемых мод в спектрах однородных и 

функционально-градиентных цилиндров с заполнителем представлены в 

отдельности для первых пяти мод первого типа и первых пяти мод второго типа. 

Соответствие номеров мод и типов линий на графиках отражено в подрисуночных 

подписях. 

Ниже представлены результаты расчета функций сравнения для случаев 

задания параметров неоднородности материала ( ) ( )( ), ln 2 ,6ql =  (Рисунок 6.3), 

( ) ( )( ), ln 2 ,6ql = −  (Рисунок 6.4), ( ) ( )( ), ln 2 ,7ql =  (Рисунок 6.5). В 

исследованном диапазоне изменения нормализованного продольного волнового 

числа [ ]0;65k a∈  практически для всех ветвей спектра характерно смещение в 

сторону пониженных нормализованных частот в случае неоднородности с ростом 

значений физико-механических параметров материала цилиндра к его граничным 

поверхностям (Рисунок 6.3). 
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а б 

Рис. 6.3. 

При относительном уменьшении физико-механических параметров материала 

цилиндра вблизи его граничных поверхностей в дисперсионном спектре 

наблюдается смещение действительных ветвей в сторону повышенных 

нормализованных частот (Рисунок 6.4). 

  
а б 

Рис. 6.4. 

Отмечается также факт относительно малого влияния фактора асимметричной 

относительно серединной поверхности цилиндра радиальной неоднородности его 

материала в длинноволновом диапазоне [ ]0;20k a∈  на траектории 

действительных ветвей спектра (Рисунок 6.5). 
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а б 

Рис. 6.5. 

На Рисунке 6.6 представлены графики нормализованных фазовых скоростей 

бегущих нормальных волн в рассматриваемых составных цилиндрических 

волноводах, материалы которых характеризуются параметрами ( ) ( )( ), ln 2 ,6ql =  

(Рисунок 6.6-а) и ( ) ( )( ), ln 2 ,6ql = −  (Рисунок 6.6-б). 

  
а б 

Рис. 6.6. 
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Выводы к разделу 6 

 

В разделе решена задача получения и исследования дисперсионных 

соотношений для осесимметричных нормальных волн в трансверсально-

изотропных и цилиндрически-ортотропных волноводах кольцевого сечения с 

экспоненциальной радиальной неоднородностью, имеющих свободные либо 

жестко закрепленные внешние поверхности и внутренние полости, заполненные 

идеальной слабосжимаемой жидкостью. С применением разработанной методики 

получен ряд данных об особенностях распределений действительных ветвей 

дисперсионных спектров, обусловленных влиянием фактора неоднородности. 

В рамках реализованных исследований: 

1.  С привлечением гидродинамической модели потенциальных движений 

невязкой слабосжимаемой жидкости дана формулировка краевых задач 

определения дисперсионных спектров для осесимметричных нормальных волн, 

распространяющихся вдоль трансверсально-изотропных и цилиндрически-

ортотропных протяженных радиально-неоднородных волноводов кольцевого 

сечения со свободной либо жестко закрепленной внешней поверхностью и 

заполнением внутренней полости жидкостью указанного типа. 

2. Разработаны программные приложения для реализации численных 

исследований в рамках предложенных методик. 

3. Исследованы эффекты влияния параметров радиальной неоднородности 

материала анизотропного полого цилиндра с жидкостным заполнением на 

топологию действительных ветвей дисперсионных спектров и на распределения 

фазовых скоростей бегущих осесимметричных нормальных волн. 

Основные положения данного раздела отражены в публикациях [126-128, 

130, 132, 155, 158]. 



202 

РАЗДЕЛ 7 

ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ АНГАРМОНИЧЕСКИХ 

ЭФФЕКТОВ ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ УПРУГИХ ВОЛН В 

ЦИЛИНДРАХ С УСЛОЖНЕННЫМИ СВОЙСТВАМИ 

 

7.1. Модель малых нелинейных эффектов при распространении 

нормальных волн деформаций в трансверсально-изотропных 

цилиндрических телах 

 

Как было отмечено выше, к числу неисследованных актуальных задач 

волновой механики деформируемых сред на сегодняшний день принадлежит 

проблема анализа малых нелинейных ангармонических эффектов при 

распространении нормальных упругих волн в анизотропных цилиндрических 

телах пространственной геометрии с различными типами краевых условий на 

боковой поверхности с использованием модели геометрически и физически 

нелинейного деформирования. Представляемый в диссертационной работе этап 

исследований по данной проблематике включает: 

- формулировку краевых задач определения нелинейных ангармонических 

возмущений для осесимметричных монохроматических принадлежащих 

различным модам соответствующего дисперсионного спектра нормальных 

крутильных волн, распространяющихся вдоль трансверсально-изотропных 

протяженных цилиндров кругового сечения со свободной, фиксированной либо с 

имеющей абсолютно гибкое нерастяжимое (мембранное) покрытие боковой 

поверхностью; 

- разработку теоретических алгоритмов получения аналитических решений 

неоднородных краевых задач относительно вторых гармоник монохроматических 

нормальных крутильных волн в рассматриваемых классах трансверсально-

изотропных цилиндрических волноводов; 

- получение аналитических представлений для комплексных амплитудных 

функций нелинейных волновых упругих перемещений во вторых гармониках 
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монохроматических нормальных волн кручения для рассматриваемых классов 

трансверсально-изотропных цилиндрических волноводов; 

- исследование амплитудно-частотных зависимостей для функций волновых 

упругих смещений во вторых гармониках монохроматических волн кручения в 

рассматриваемых волноводах и обобщение ряда ведущих закономерностей в 

анализируемых волновых процессах. 

Таким образом, в данном разделе работы исследуется распространение 

осесимметричных нормальных упругих волн кручения вдоль совпадающего с 

осью изотропии продольного направления Oz  в протяженном трансверсально-

изотропном цилиндре кругового сечения с радиусом R  (Рисунок 1.8). Подходом, 

применяемым для исследования рассматриваемого класса нелинейных волновых 

эффектов, является разработанная и апробированная в работах [106, 118, 184, 357 

– 359, 388] методология определения малых нелинейных «отклонений» 

(ангармонических возмущений, высших гармоник) для линейных гармонических 

упругих волн малой интенсивности, распространяющихся в деформируемых 

телах с высокой жесткостью, в соответствии с которой для функций волновых 

упругих перемещений вводятся представления в виде разложений по степеням 

малого параметра. В исследовании полагается, что компоненты вектора волновых 

упругих перемещений uα  ( ), ,r zα θ=  в цилиндрических координатах отнесены к 

нормирующему параметру вида 
{ }

( )* , , , ,
max , , ,

r z t
u u r z tα

θ α
θ=   с линейной 

размерностью. Отношение * *u Rδ =  согласно гипотезе о малости исследуемых 

нелинейных волновых эффектов [106, 118] интерпретируется как малый параметр 

1δ << . Данный параметр отражает соотношение максимальной амплитуды 

рассматриваемой упругой волны к некоторому имеющему линейную размерность 

характерному параметру задачи. В случае нормальных волн в цилиндрических 

волноводах это отношение их амплитуды к характерному геометрическому 

размеру сечения, как правило, к радиусу цилиндра R . 

Возможности введения и корректного определения того или иного числа 

слагаемых в разложениях функций волновых перемещений по малому параметру 
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δ  связаны с рядом аспектов применяемой методологии. 

В первую очередь, это вид используемого представления для упругого 

потенциала материала цилиндра, и, соответственно, порядок слагаемых в 

представлении потенциала по степеням упругих деформаций. Для описания 

нелинейного волнового динамического деформирования цилиндра из 

трансверсально-изотропного материала с ориентированной вдоль Oz  осью 

упругой симметрии в реализуемом исследовании используется модель, 

базирующаяся на тензорной форме упругого потенциала (1.45) с квадратичными и 

кубическими членами по конечным деформациям (1.46). При использовании 

введенного представления упругого потенциала с квадратичным и кубическими 

членами по деформациям в рамках данного подхода корректно могут быть 

определены [106, 118] только два низших слагаемых в представлениях волновых 

перемещений рядами по степеням δ . 

В рамках применяемой методологии компоненты вектора упругих волновых 

перемещений ( ), ,u r zα α θ=   представляются в виде суммы 

( ) ( )l nu u uα α αδ= +    ( , , )r zα θ= ,                                   (7.1) 

включающей линейные составляющие ( )luα  и нелинейные ангармонические 

возмущения ( )nuα . Выражения для компонентов тензора динамических 

напряжений ( )uαβ ασ  для трансверсально-изотропного материала цилиндра, 

соответствующие такому варианту представления uα , являются суммами 

линейных и квадратичных членов по степеням параметра δ  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2l l nl n lu u u uαβ α α α ααβ αβ αβσ σ δ σ σ δ= + +    ( ), , ,r zα β θ= ,       (7.2) 

а входящие в эти представления характеристики ( )( ) ( )l quααβσ  ( );q l n=  и ( )( )n uααβσ  

для случая осесимметричного нелинейного деформирования трансверсально-

изотропного цилиндра имеют вид 

( ) ( )( ) ( ) 1 ( ) ( )
13 12 11

l q q q q
rr z z r r ru c u c r u c uασ −= ∂ + + ∂ , 

( )( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )
13 11 12

l q q q q
z z r r ru c u c r u c uαθθσ −= ∂ + + ∂ , 
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( ) ( )( ) ( ) 1 ( ) ( )
33 13 13

l q q q q
zz z z r r ru c u c r u c uασ −= ∂ + + ∂ , 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1
11 12

1
2

l q q q
rr u c c u r uαθ θ θσ −= − ∂ − , 

( ) ( )( ) ( ) ( )
44 44

l q q q
rz z r r zu c u c uασ = ∂ + ∂ ,  ( ) ( )( ) ( )

44
l q q

zz u c uαθ θσ = ∂    ( );q l n= ;     (7.3) 

2 2
( ) 2 2

133 13 3 123 3 112 12 155 112
1( ) ( ) ( )

2 22
n

rr r r
k ik kc c u c u u c c c c u

r r
σ

 
= − + + + + − + + 

 
 

2
2

111 112 11 144 12 155 44 32
1 ( 4 ) ( ) ( )

28 r
kc c c c c u ik c c u u

rr θ
  ∂

+ − + − + + + + 
∂ 

 

2

155 13 44 3 113 13 3 112 12
1 1( 2 ) ( ) ( )
2 r r rc c c u ik c c u u c c u u

r r r r
∂ ∂ ∂ + + + + + + + + ∂ ∂ ∂ 

 

2

111 11 112 111 11 12
1 1( 3 ) ( 2 2 )
2 4rc c u c c c c u u

r r rθ θ
∂ ∂ + + + − − + + ∂ ∂ 

 

2

111 112 11
1 ( 4 )
8

c c c u
r θ
∂ + − +  ∂ 

, 

2
( ) 2

133 13 3 113 13 3( ) ( )
2

n
r

k ikc c u c с u u
rθθσ = − + + + +  

2
2

111 11 144 122
1 ( 3 ) ( )

22 r
kc c c c u

r
 

+ + − + + 
 

 

2
2

111 112 11 155 112
1 ( 4 ) ( )

28
kc c c c c u

r θ
 

+ − + − + + 
 

 

2

144 3 144 13 3
1 ( )
2rikc u u c c u

r r
∂ ∂ + + + + ∂ ∂ 

 

2

123 3 112 12 112 12
1 1( ) ( )

2r r r rikc u u c c u u c c u
r r r r
∂ ∂ ∂ + + + + + + ∂ ∂ ∂ 

 

112 111 11 12 111 112 11 12
1 1( 2 2 ) ( 2 2 )
4 4 rc c c c u u c c c c u u

r r r r rθ θ θ
∂ ∂ ∂

+ − − + + − + − +
∂ ∂ ∂

 

2

111 112 11
1 ( 4 )
8

c c c u
r θ
∂ + − +  ∂ 

, 
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2
( ) 2

333 33 3 133 13 3( 3 ) ( )
2

n
zz r

k ikc c u c c u u
r

σ = − + + + +  

2
2

113 13 344 13 442
1 ( ) ( 2 )

22 r
kc c c c c u

r
 

+ + − + + + 
 

 

2
2

113 123 13 344 13 442
1 ( 2 ) ( 2 )

24
kc c c c c c u

r θ
 

+ − + − + + + 
 

 

344 44 3( ) rik c c u u
r
∂

+ + +
∂

 

2

344 33 3 133 13 3 123
1 1( ) ( )
2 r r rc c u ik c c u u c u u

r r r r
∂ ∂ ∂ + + + + + + ∂ ∂ ∂ 

 

2 2

113 13 123 113 113 123 13
1 1 1( ) ( ) ( 2 )
2 2 4rc c u c c u u c c c u

r r r rθ θ θ
∂ ∂ ∂   + + + − + − +   ∂ ∂ ∂   

, 

2
( )

144 155 11 12 112 111 11 122
1( ) ( 2 2 )

2 4
n

rr
k c c c c c c c c u u

r θθσ
 

= − − + + − − + + 
 

 

155 144 44 3 112 111 11 12
1( 2 ) ( 2 2 )

2 4 r
ik c c c u u c c c c u u

r r rθ θ
∂ ∂

+ − + + − − + +
∂ ∂

 

113 123 13 3 111 112 11
1( 2 ) ( 4 )

2 4 r
ik c c c u u c c c u u

r r rθ θ
∂ ∂

+ − + + − + +
∂ ∂

 

123 113 3 111 112 11
1( ) ( 4 )

2 4 r
ik c c u u c c c u u
r r rθ θ

∂ ∂
+ − + − +

∂ ∂
, 

( ) 2 2 2
344 44 3 144 144 155( ) ( )

2
n

rz r r
ik ikk c c u u c u c c u
r r θσ = − + + + − +  

344 33 3 3 144 13 3
1( ) ( ) rik c c u u c c u u

r r r
∂ ∂

+ + + + +
∂ ∂

 

155 44 155 13 44 3( ) ( 2 )r r rik c c u u c c c u u
r r r
∂ ∂ ∂

+ + + + + +
∂ ∂ ∂

 

155 144 44( 2 )
2
ik c c c u u

rθ θ
∂

+ − +
∂

, 

( ) 2
344 44 3 144 155 144 155 44 3

1( ) ( ) ( 2 )
2 2

n
rz

ikk c c u u c c u u c c c u u
r r rθ θ θθσ

∂
= − + + + + − − +

∂
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144 155 144 155 144 44 3
1( ) ( 2 )

2 2r r
ikikc u u c c u u c c c u u

r r r rθ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂

+ + − + − +
∂ ∂ ∂ ∂

, 

2
( )

144 155 11 12 112 111 112
1( ) ( 4 )

2 4
n

rr
k c c c c c c c u u

r θθσ
 

= − − + + − − + 
 

 

155 144 3 112 111 11
1( ) ( 4 )

2 4 r
ik c c u u c c c u u

r r rθ θ
∂ ∂

+ − + − − +
∂ ∂

 

113 123 3 111 112 11 12
1( ) ( 2 2 )

2 4 r
ik c c u u c c c c u u

r r rθ θ
∂ ∂

+ − + − + − +
∂ ∂

 

123 113 13 3 111 112 11 12
1( 2 ) ( 2 2 )

2 4 r
ik c c c u u c c c c u u
r r rθ θ

∂ ∂
+ − + + − + −

∂ ∂
 

( ) 2 2 2
344 13 44 3 144 12 144 155 11 12( 2 ) ( ) ( )

2
n

zr r r
ik ikk c c c u u c c u c c c c u
r r θσ = − + + + + + − − + +  

344 44 3 3 144 3 155 11
1( ) ( )r r rik c c u u c u u ik c c u u

r r r r
∂ ∂ ∂

+ + + + + +
∂ ∂ ∂

 

155 44 3 155 144 11 12( ) ( )
2r
ikc c u u c c c c u u

r r rθ θ
∂ ∂ ∂

+ + + − + −
∂ ∂ ∂

, 

( ) 2
344 13 44 3 144 155 11 12( 2 ) ( )

2
n

rz
ikk c c c u u c c c c u u
rθ θθσ = − + + + + + + +  

144 155 3 144 12
1 ( ) ( )
2 rc c u u ik c c u u

r r rθ θ
∂ ∂

+ − + + +
∂ ∂

 

155 144 11 12 155 144 44 3
1( ) ( 2 )

2 2r
ik c c c c u u c c c u u

r r rθ θ
∂ ∂ ∂

+ − + − + − +
∂ ∂ ∂

.          (7.4) 

Подстановка общих представлений для компонентов тензора напряжений 

( )uαβ ασ  в виде сумм линейных и квадратичных членов по степеням параметра δ  

в уравнения движения (1.14) а также в соотношения рассматриваемых вариантов 

граничных условий на боковой поверхности цилиндра (1.50) – (1.52) и 

последующее приравнивание слагаемых одинакового порядка малости по 

степеням малого параметра δ  приводит к рекуррентной последовательности 

краевых задач определения амплитудных составляющих для комплексных 

функций перемещений ( )luα  и ( )nuα . 
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7.2. Анализ краевых задач для определения вторых гармоник 

монохроматических осесимметричных нормальных волн кручения в 

трансверсально-изотропных цилиндрах 

 

В случае определения вторых гармоник для уединенных 

монохроматических осесимметричных нормальных волн кручения с круговой 

частотой ω  в трансверсально-изотропном цилиндре кругового сечения после 

введения исходных представлений 
( ) ( ) ( ) ( )( )0, expl lu u r i t kzθ θ ω= − − ,   ( ) ( ) 0l l

r zu u= = , 

( ) ( ) ( ) ( )( )0, exp 2n nu u r i t kzα α ω= − −    ( ), ,r zα θ=                        (7.5) 

задача сводится к последовательному нахождению амплитудных составляющих  
( ) ( )0,lu rθ , ( ) ( )0,nu rα  из следующих граничных задач: 

– граничной задачи первого линейного приближения относительно ( ) ( )0,lu rθ  

для уравнения 

( ) ( ) ( )( )2(0, ) (0, ) (0, )2 1 0l l lr u r u r uθ θ θβ′′ ′+ + − =                             (7.6) 

с краевыми условиями 
(0, ) (1) 0luθ =                                                     (7.7) 

для цилиндра с закрепленной либо мембранированной боковой поверхностью и 

краевым условием 

( )(0, ) (1) 0l
r uθ θσ =                                                (7.8) 

для цилиндра со свободной боковой поверхностью; 

– граничной задачи второго нелинейного приближения относительно 
( ) ( )0,nu rα  ( ),r zα =  для системы уравнений 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 10, 0, 0, 0,2 1
11 12 13 14 15

n n n n
r r z rr u r u u u− − ′ ′ ′′

∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ =  
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211 1 1
2 2 1 51 2 4

33 2

nn n n
n u u u

u u u u
r r r r rr r

θ θ θ
θ θ θ θ

∂ ∂ ∆ ∂∆ ∆ ∆  = + + ∆ + + + ∂ ∂ ∂ 
 

1 2 2
16

72 2

n
nu u u

u
r rr r

θ θ θ
θ

∆ ∂ ∂ ∂
+ + ∆

∂∂ ∂
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 10, 0, 0, 0, 0,1 1
21 22 23 24 25

n n n n n
z r r z zu r u u r u u− −′ ′ ′′

∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ =  

22 22
2 2 2 2 232

1 4 52 2 
nn

n n nu u u
u u u u

r r rr r
θ θ θ

θ θ θ θ
∆ ∂ ∂ ∂∆  = ∆ + + + ∆ + ∆ ∂ ∂ ∂ 

, 

1 111 112 11
1

4
4

n c c c− +
∆ = ,   

2
1 144 155 11 12

2
(2 2 )

2
n k c c c c− − +

∆ = , 

2
1 144 155 12 44

3
( 2 2 )

2
n k c c c c+ + +

∆ = ,   1 112 111 11 12
4

3
2

n c c c c− − +
∆ = , 

1 111 112 11 12
5

2 2
4

n c c c c− + −
∆ = ,  1 111 112 11 12

6
2 2

4
n c c c c− + −

∆ = , 

1 112 111 11
7

4
4

n c c c− −
∆ = ,   

3
2 344 13 44

1
( 2 )

2
n ik c c c+ +

∆ = , 

2 123 113 13
2

( 2 )
4

n ik c c c− −
∆ = ,   

( )113 123 144 155 11 122
3 2
n ik c c c c c c− − + + −

∆ = , 

2 123 113 144 155 11 12 13
4

( 2 2 2 2 2 )
4

n ik c c c c c c c− + − − + −
∆ = , 

2 144 155 11 12
5

( )
 

2
n ik c c c c− − +

∆ = .                                    (7.9) 

с краевыми условиями 
(0, ) (1) 0n
ru = ,   (0, ) (1) 0n

zu =                                        (7.10) 

для цилиндра с закрепленной боковой поверхностью; краевыми условиями 

(0, ) (1) 0n
zu = ,   ( )( ) ( )( )(0, )( ) ( ) (0, ) (0, )

1 1
, 0ln l n n

r r r zr r
u u uα αθσ σ

= =
+ =              (7.11) 

для цилиндра с мембранированной боковой поверхностью и краевыми условиями 

( )( ) ( )( )(0, )( ) ( ) (0, ) (0, )

1 1
, 0ln l n n

r r r zr r
u u uα αθσ σ

= =
+ =    ( ),r zα =                 (7.12) 

для цилиндра со свободной боковой поверхностью. В соотношении (7.6) введено 
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обозначение ( )2 2
44 11 122c k c cβ = Ω − − , где ( )2

11 122 с сρωΩ = − , а величины 

( )p
ij∆  в соотношениях (7.9) выражаются через упругие постоянные материала 

цилиндра, параметры приведенной частоты и нормированного волнового числа 

следующим образом: 
(1) 2 2

4411 с k∆ = Ω − ,  (1)
1112 с∆ = − ,   (1)

1113 с∆ = ,   ( )(1)
13 4414 ik c c∆ = + , 

(1)
1115 с∆ = ,   (2)

1111 с∆ = ,   ( )(2) 2
12 1112 / 2k c c∆ = − , 

( )(2) 2
12 4413 / 2k c c∆ = + ,   ( )(2)

12 1114 3 / 2c c∆ = − ,   ( )(2)
11 1215 / 2c c∆ = − , 

( )(2)
11 1216 / 2c c∆ = − ,   (2)

1117 с∆ = − ,   (1) 2 2
3321 с k∆ = Ω − , 

( )(1)
13 4422 ik c c∆ = + ,   ( )(1)

13 4423 ik c c∆ = + ,   (1)
4424 с∆ = ,   (1)

4425 с∆ = , 

( )(2) 3
44 1321 / 2ik c c∆ = − ,   (2)

1322 / 2ic k∆ = − ,   ( )(2)
11 1223 / 2ik c c∆ = − , 

( )(2)
12 11 1324 / 2ik c c c∆ = − − ,   ( )(2)

12 1125 / 2ik c c∆ = − .                (7.13) 

Базисные решения задач первого приближения (7.6), (7.7), описывающих 

моды крутильных волн с номером p  в закрепленных и мембранированных на 

боковой поверхности цилиндрах, имеют вид ( ) ( ) ( ) ( )0, 0 * *
1

l
p pu r u J rθ β β= , где 

( )* 1,p pβ = ∞  – корни трансцендентного дисперсионного уравнения ( )*
1 0pJ β = ; 

решения задачи первого приближения (7.6), (7.8), описывающей моды 

крутильных волн с номером p  в свободных по боковой поверхности цилиндрах, 

имеют вид ( ) ( ) ( ) ( )0, 0 * *
1

l
p pu r u J rθ β β= , где ( )* 1,p pβ = ∞  – корни трансцендентного 

дисперсионного уравнения ( ) ( )* * *
0 12 0J Jβ β β− = . Структура соотношений 

краевой задачи (7.9), (7.10); краевой задачи (7.9), (7.11); краевой задачи (7.9), 

(7.12) показывает, что во всех рассматриваемых случаях задания краевых условий 

на боковой поверхности цилиндра искомые вторые гармоники априори являются 

осесимметричными волнами продольно-сдвигового типа с удвоенной частотой. 

Низшие ветви диаграмм дисперсионных кривых для волн кручения в 

цилиндрических волноводах рассматриваемого типа с закрепленной и со 
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свободной боковой поверхностью соответственно представлены на Рисунках 7.1 и 

7.2. Здесь используется обозначение ( ) ( )(*)
11 12 442n nk k c c c= − . 

 
Рис. 7.1. Низшие действительные ветви спектра осесимметричных 

крутильных волн в закрепленном трансверсально-изотропном цилиндре 

 

 
Рис.7.2. Низшие действительные ветви спектра осесимметричных 

крутильных волн в свободном трансверсально-изотропном цилиндре 

Для построения частных решений системы неоднородных 

дифференциальных уравнений (7.9) используется прием замены их правых частей 

степенными рядами по переменной r  с использованием абсолютно сходящихся 

степенных разложений для входящих в выражение ( ) ( )0,lu rθ  цилиндрических 

функций Бесселя первого рода. В результате система (7.9) принимает вид 

( ) ( ) ( )(1) (1) (1) (1)2 (0, ) 1 (0, ) (0, )
11 12 13 14

n n n
r r zr u r u u− − ′ ′∆ + ∆ + ∆ + ∆ +  

( ) ( )2(1) (0, ) (0)
15

1

n p
r p

p
u u rα

∞

=

′′+∆ = ∑ , 
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( ) ( )(1) (1) (1) (1)(0, ) 1 (0, ) (0, ) 1 (0, )
21 22 23 24

n n n n
z r r zu r u u r u− −′ ′∆ + ∆ + ∆ + ∆ +  

( ) ( )2(1) (0, ) (0)
25

1

n p
z p

p
u u rβ

∞

=

′′+∆ = ∑ .                                (7.14) 

Для коэффициентов pα  и pβ  в представлениях (7.14) с использованием средств 

компьютерной алгебры получены крайне громоздкие аналитические 

представления. 

Таким образом, полное решение системы дифференциальных уравнений 

(7.9) может быть записано в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2( ) (0)

1 1 1 1 2 2 1 2 1 ,n
ru D J r D J r u F r Q t zξ ξ ξ ξ = − − + 

 
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

2( ) (0)
1 0 1 2 0 2 2 ,n

zu D J r D J r u F r Q t zη ξ η ξ = + + 
 

,              (7.15) 

где 

( ) 21 4
2

j

j
B B AC

A
ξ

− − − −
= ,   

( )2
13 44

2 2 2
33 44

j
j

j

ik c c

c k c

ξ
η

ξ

+
=
Ω − −

   ( )1,2j = , 

11 44A c c= ,   ( ) ( )2 2 2
11 44 13 13 44 11 332B c c c c c c c k= − + Ω − + − , 

( )( )2 2 2 2
33 44C c k c k= Ω − Ω − ,   ( ) ( )( ), exp 2Q t z i t kzω= − − ,          (7.16) 

jD  – произвольные постоянные коэффициенты; ( )jF r – частные решения 

системы уравнений (7.9) в виде рядов ( )1
1

p
p

p
F r a r

∞

=
= ∑ , ( )2

1

p
p

p
F r b r

∞

=
= ∑  с 

коэффициентами, определяемыми из рекуррентных формул 

1 0a = ,   2 0a = ,   1 0b = ,   2 0b = , 

1 1
1 2 4 1

1 1 1
2 3 5

( 2)
( 1) ( 1)( 2)

l l
i i i

i l l l
a b i

a
i i i

α − −− ∆ − ∆ −
=
∆ + ∆ − + ∆ − −

,   
( )2 2 2

1 1 2 2 3 1
2 2

4 5

( 2)

( 1) ( 1)( 2)

l l l
i i i

i l l

b i a
b

i i i

β − − −− ∆ − ∆ + ∆ −
=

∆ − + ∆ − −
 

( )3,i = ∞                                                     (7.17) 

В результате подстановки представлений (7.16) в краевые условия (7.10), 

(7.11) либо (7.12) в предположении о том, что точки ( )2 ,2k Ω  не принадлежат 
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соответственно рассматриваемому случаю краевых условий какой-либо из мод 

дисперсионных спектра линейных осесимметричных нормальных волн 

продольно-сдвигового типа в закрепленном, мембранированном либо свободном 

цилиндре, определяются выражения для коэффициентов jD , записываемые в виде 

( )20 12 2 22 1
1

11 22 12 21

P PD u χ χ
χ χ χ χ

−
=

−
,   ( )20 11 2 21 1

2
11 22 12 21

P PD u χ χ
χ χ χ χ

−
=

−
,                 (7.18) 

где в случае закрепленного по границе цилиндра  

11 1 1 1( )Jχ ξ ξ= − , 12 2 1 2( )Jχ ξ ξ= − , 21 1 0 1( )Jχ η η= , 22 2 0 2( )Jχ η η= , 

1 1(1)P F= − , 2 2 (1)P F= − ;                                     (7.19) 

в случае цилиндра с мембранным покрытием границы 
2

11 13 0 1 11 12 1 1 1 11 1 2 12 ( ) ( ) ( ) ( )ikc J c c J c Jχ ξ ξ ξ ξ ξ= − + + , 

2
12 13 0 2 11 12 2 1 2 11 2 2 22 ( ) ( ) ( ) ( )ikc J c c J c Jχ ξ ξ ξ ξ ξ= − + + , 

21 1 0 1( )Jχ η η= , 22 2 0 2( )Jχ η η= , 

1 11 1 12 1 13 2( (1) (1) 2 (1))P c F c F ikc F′= − + + , 2 2 (1)P F= − ;                     (7.20) 

в случае свободного по границе цилиндра 
2

11 13 0 1 11 12 1 1 1 11 1 2 12 ( ) ( ) ( ) ( )ikc J c c J c Jχ ξ ξ ξ ξ ξ= − + + , 

2
12 13 0 2 11 12 2 1 2 11 2 2 22 ( ) ( ) ( ) ( )ikc J c c J c Jχ ξ ξ ξ ξ ξ= − + + , 

21 44 44 1 1 1 1(2 ) ( )ikc c Jχ η ξ ξ= − + , 22 44 44 2 2 1 2(2 ) ( )ikc c Jχ η ξ ξ= − + ,  

1 11 1 12 1 13 2( (1) (1) 2 (1))P c F c F ikc F′= − + + , 2 44 2 44 1( (1) 2 (1))P c F ikc F′= − + .     (7.21) 

Полученная аналитическая форма представлений комплексных функций 

волновых перемещений во вторых гармониках монохроматических 

осесимметричных нормальных волн кручения позволяет провести анализ ряда 

амплитудно-частотных эффектов в ангармонических возмущениях. 

 

7.3. Частный случай учета эффектов геометрической нелинейности 

 

В исследованиях моделей нелинейного упругого деформирования 

существует практика анализа предельных частных случаев, в которых в 
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отдельности учитывается один из двух представленных в рассмотренной выше 

модели факторов нелинейности – учет фактора геометрической нелинейности, 

отражаемый в использовании представлений для конечных деформаций Коши с 

квадратичными составляющими по упругим перемещениям и выборе упругого 

потенциала, содержащего только квадратичные члены по деформациям, либо учет 

фактора физической нелинейности при использовании в модели представлений 

для малых линейных деформаций наряду с представлением упругого потенциала, 

содержащим квадратичные и кубические по деформациям члены. 

В рамках осуществленного в работе исследования частной модели анализа 

вторых гармоник нормальных волн кручения в трансверсально-изотропном 

цилиндре при учете только одного фактора геометрической нелинейности 

определяющие соотношения получены в виде 

( ) ( )( ) ( ) 1 ( ) ( )
13 12 11

l q q q q
rr z z r r ru c u c r u c uασ −= ∂ + + ∂ , 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1
11 12

1
2

l q q q
rr u c c u r uαθ θ θσ −= − ∂ − , 

( ) ( )( ) ( ) ( )
44 44

l q q q
rz z r r zu c u c uασ = ∂ + ∂ ,   ( ) ( )( ) ( )

44
l q q

zz u c uαθ θσ = ∂ , 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1
11 12

1
2

l q q q
rr u c c u r uαθ θ θσ −= − ∂ − ,   ( ) ( )( ) ( ) ( )

44 44
l q q q

zr z r r zu c u c uασ = ∂ + ∂ , 

( ) ( )( ) ( )
44

l q q
zz u c uαθ θσ = ∂ ,   ( ) ( )( ) ( ) 1 ( ) ( )

33 13 13
l q q q q

zz z z r r ru c u c r u c uασ −= ∂ + + ∂    ( , )q l n= ; 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2( )( ) ( ) 2 ( )
13 11 12 12

1
2

n l ll l l
rr z z z r r zu c u c u c r u c uα θσ −= ∂ + ∂ + + ∂ +


 

( ) ( )( )22( )2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 44 13 44 132 2 2l l l l l l

z r r z r z z z r rc r u c u u c c u c u uθ
−+ + ∂ ∂ + + ∂ + ∂ ∂ +  

( ) ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )1 ( ) ( ) ( ) 1
12 11 11 12 112 3 l l ll l l

r r r r r r rc r u u c u c c r u u c uθ θ θ
− − + ∂ + ∂ − + ∂ + ∂ 


, 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2( ) 1 ( ) ( ) ( ) 2 ( )
13 13 12 11

1 2 3
2

n l l l l l l
z z r z r z r ru c u c r u u c u c r uαθθσ − −= ∂ + ∂ + ∂ + +


 

( ) ( ) ( )22 2( ) ( )2 ( ) 1 ( ) ( )
11 11 13 122l l l l l

z r z r r rc u c r u c u c r u uθ θ
− −+ ∂ + + ∂ + ∂ +  
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( ) ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )( ) 1
12 11 12 11

l l ll
r r r rc u c c r u u c uθ θ θ

− + ∂ − − ∂ + ∂ 


, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2( ) 1 ( ) ( ) ( )
33 13 13 44

1 3 2 2
2

n l l l l l
zz z z r z z z ru c u c r u u c c uασ −= ∂ + ∂ + + ∂ +


 

( ) ( )( ) ( )2 2 2( ) ( )2 ( ) 2 ( ) ( )
13 13 44 13 442 l ll l l

r z z r r zc r u c c u c r u c u uθ θ
− −+ + + ∂ + + ∂ ∂ +  

( ) ( ) ( )2 2 2( )( ) ( ) ( ) ( )
33 13 13 132 ll l l l

r z z z r r r r rc u c u u c u c uθ+ ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂ , 

( ) ( )( ) ( )( ( )( ) ( ) ( )( ) 2 ( ) ( )
12 11 12 11 44

1 2
2

n l l l ll l l
z r z r z r zr u c c u u c c r u u c u uαθ θ θ θσ −= − ∂ ∂ + − + ∂ ∂ +  

( ) )( ) ( ) ( ) ( )1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
12 11 13 11 112 2 2l l l ll l l l

r r z z r r r r r rc c r u u c u u c r u u c u uθ θ θ θ
− −+ − ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )
44 33 13

n l l l l l l l
rz z z z r z z r z r r zu c u u c u u c r u uασ −= ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ +  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
44 13 44 442 l ll l l l

z r r r r z r r z rc u u c c u u c u uθ θ+ ∂ ∂ + + ∂ ∂ + ∂ ∂ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )
44 44 44

n l l l ll l l
z z z r z r z rz u c u u c r u u c u uαθ θ θ θσ −= ∂ ∂ − ∂ + ∂ ∂ , 

( ) ( )( ) ( )( ( ) ( ) ( )1 ( ) ( ) 2 ( )
13 12 11 11

1 2 2
2

n l l l ll l l
z z z r z rr u c r u u c c u u c r u uαθ θ θ θσ − −= − ∂ + − ∂ ∂ −  

( ) ( ) )( ) ( ) ( )1 ( ) 1 ( ) ( )
11 11 12 11 122 l l ll l l

r r r r r r rc r u u c c r u u c c u uθ θ θ
− −− ∂ + − ∂ + − ∂ ∂ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )
13 44 12 12 11

1 2 2 2
2

n l l l l l
zr z z z r z r z ru c c u u c r u c c r uασ − −= + ∂ ∂ + ∂ + − ∂ +


 

( ) )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
44 11 44 11 122 2 2 ll l l l l l l

z z r z z r r r r z r r z r rc u u c u u c u u c c u uθ+ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + − ∂ ∂ , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ( ) ( )( ) 1 ( )
13 44 11 12

1 2 2
2

n l l ll l
z z z rz u c c u u c c r u uαθ θ θσ −= + ∂ ∂ + + +  

( ) )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
12 11 12 442 2l l ll l l

z r r z r r r z rc u u c c u u c u uθ θ θ+ ∂ ∂ + − ∂ ∂ + ∂ ∂ ,             (7.22) 

а в сохраняющих для данного случая свою структуру уравнениях (7.9) параметры 
nj
q∆  принимают вид 

1
1 11
n с∆ = ,   ( )1 2

2 12 11 / 2n k c c∆ = − ,   ( )1 2
3 12 44 / 2n k c c∆ = + ,   ( )1

4 12 113 / 2n c c∆ = − , 

( )1
5 11 12 / 2n c c∆ = − ,   ( )1

6 11 12 / 2n c c∆ = − ,   1
7 11
n с∆ = − , 
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( )2 3
1 44 13 / 2n ik c c∆ = − ,   2

2 13 / 2n ic k∆ = − , 

( )2
3 11 12 / 2n ik c c∆ = − ,   ( )2

4 12 11 13 / 2n ik c c c∆ = − − ,   ( )2
5 12 11 / 2n ik c c∆ = − .   (7.23) 

Соответствующие коррекции выражений nj
q∆  изменения происходят в 

сохраняющих свою структуру представлениях для коэффициентов pα  и pβ  в 

уравнениях (7.14) , а также в представлениях коэффициентов рядов 

( )1
1

p
p

p
F r a r

∞

=
= ∑ , ( )2

1

p
p

p
F r b r

∞

=
= ∑ , определяемых из сохраняющих свой вид 

рекуррентных соотношений (7.17). В итоге, функции волновых перемещений во 

вторых гармониках монохроматических нормальных волн кручения, 

определяемые в рамках модели учета эффектов геометрической нелинейности, 

сохраняют представления вида (7.15) – (7.21), в которых учитываются изменения 

параметров nj
q∆ . 

 

7.4. Численная реализация алгоритмов исследования вторых гармоник 

нормальных упругих волн кручения в трансверсально-изотропных 

цилиндрических волноводах 
 

С применением построенного теоретического алгоритма решения задач о 

нелинейных ангармонических возмущениях при распространении нормальных 

волн кручения в трансверсально-изотропных цилиндрических волноводах с 

различными вариантами задания краевых условий на боковой граничной 

поверхности осуществлено численное исследование кинематических 

характеристик вторых гармоник осесимметричных монохроматических 

нормальных волн кручения, в рамках которого проведен параметрический анализ 

амплитудно-частотных распределений вдоль радиальной координаты в области 

сечения волноводов для отнесенных к величине (0) 2( )u  нормированных волновых 

перемещений в нелинейных ангармонических возмущениях. 

Представленные на Рисунках 7.3 – 7.6 результаты расчетов относятся к 

случаям распространения нормальных крутильных волн с варьируемой 
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относительной длиной ( )2 kRλ π=   из низшей действительной ветви 

дисперсионного спектра трансверсально-изотропного цилиндра из гадолиния с 

закрепленной граничной поверхностью. 

  
Рис.7.3. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 
вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.1λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с закрепленной границей 
 

  
Рис.7.4. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.3λ =  из первой 
моды спектра для цилиндра с закрепленной границей 

 

  
Рис.7.5. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.8λ =  из первой 
моды спектра для цилиндра с закрепленной границей 
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Рис.7.6. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 5.0λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с закрепленной границей 

 

На Рисунках 7.7 – 7.10 представлены результаты расчетов для 

рассматриваемого цилиндра при тех же значениях относительной длины 

нормальных волн в случае, когда его боковая поверхность имеет мембранное 

покрытие. 

  
Рис.7.7. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.1λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 
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Рис.7.8. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.3λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 

 

  
Рис.7.9. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.8λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 

 

  
Рис.7.10. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 5.0λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 
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Результаты расчетов на Рисунках 7.11 – 7.14 отвечают случаю, когда для 

рассматриваемого цилиндра с мембранированной граничной поверхностью при 

исследовании используется модель учета только фактора геометрической 

нелинейности. 

 

  
Рис.7.11. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.1λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 

(модель учета фактора геометрической нелинейности) 

 

  
Рис.7.12. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.3λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 

(модель учета фактора геометрической нелинейности) 
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Рис.7.13. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 1.8λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 

(модель учета фактора геометрической нелинейности) 

 

  
Рис.7.14. Распределение амплитудных характеристик волновых смещений во 

вторых гармониках волн кручения с относительной длиной 5.0λ =  из первой 

моды спектра для цилиндра с мембранированной границей 

(модель учета фактора геометрической нелинейности) 

 

Независимые безразмерные матричные механические характеристики 

второго и третьего порядка jqc  и jqlc  для гадолиния, отнесенные к 

нормирующему параметру 10
* 10c Pa= , имеют значения [391] 

11 7.669c = ,   12 1.883c = ,   13 1.553c = ,   33 7.081c = ,   44 1.862c = ; 

111 125.059c = − ,   112 19.828c = − ,   113 3.982c − ,   123 5.061c = − ,   133 23.917c = − , 

144 5.897c = − ,   155 3.931c = − ,   344 22.422c = − ,   333 85.240c = − . 

Параметр плотности гадолиния равен 37.895 10 kgρ = ⋅ . 

Анализ представленных результатов численного анализа позволяет, в 
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частности, сделать следующие выводы относительно характера влияния факторов 

относительной длины нормальных крутильных волн и типа граничных условий на 

поверхности цилиндра на амплитудные уровни характеристик нелинейных 

ангармонических возмущений, представляющих собой осесимметричные волны 

продольно сдвигового типа с радиальными ru  и осевыми zu  нормированными 

компонентами волновых колебательных перемещений. 

Для цилиндрического волновода с закрепленной границей в рассмотренном 

диапазоне относительных длин крутильных волн максимальные уровни амплитуд 

компонентов ангармонических возмущений изменяются незначительно; при этом 

максимальные уровни амплитуд zu  осевых перемещений монотонно возрастают с 

уменьшением λ , а максимальные значения ru  при снижении λ  от 5.0 до 1.3 

убывают, однако для 1.1λ =  вновь наблюдается их рост. При уменьшении 

параметра относительной длины волны λ  в радиальных распределениях ru  

появляется узловая линия, радиус которой увеличивается, а зона возникновения 

максимальных значений ru  при 0.3r ≈  становится более выраженной. В формах 

радиальных распределений zu  напротив, с уменьшением λ  одна из имеющихся 

при 1.1λ =  узловых линий исчезает, и радиус центра зоны возникновения 

максимальных осевых перемещений уменьшается; радиус узловой линии 

распределения изменяется мало, с постепенным монотонным возрастанием и 

стабилизацией в диапазоне 0.5 0.6r< < . 

Для волновода с мембранированной поверхностью все формы радиальных 

распределений ru  имеют узловую линию, радиус которой уменьшается с 

уменьшением λ , и при этом максимум ru  выражено локализуется у граничной 

поверхности. В формах радиальных распределений для zu  при 5.0λ =  имеются 

две узловые линии, а для всех остальных рассматриваемых меньших значений λ  

число этих линий уменьшается до одной, и ее положение 0.9r ≈  стабилизируется; 

максимум zu  при 5.0λ =  достигается в центре сечения, а затем смещается в зону 

0.5r ≈ . 
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Сопоставление распределений на Рисунках 7.7 – 7.10 и 7.11 – 7.14 

показывает, что учет в модели лишь одного из факторов нелинейности – 

геометрической, приводит к существенным качественным расхождениям в 

формах радиальных распределений и относительных количественных уровнях 

характеристик ru , zu  ангармонических возмущений. Если для относительно 

длинных волн с 5.0λ =  в сопоставляемых формах можно найти элементы 

подобия, со снижением уровня максимальных значений на 20 – 25% для модели 

учета только геометрической нелинейности, то с уменьшением λ  возникают 

качественные различия в формах ru , степень подобия в формах zu  снижается, а 

оценки максимумов zu  при учете только фактора геометрической нелинейности 

снижаются примерно в 1.5 раза. При этом формы ru  полностью утрачивают 

подобие, а количественные оценки максимумов ru  являются заниженными; при 

1.8λ =  это занижение примерно в 10 раз, а меньших рассматриваемых значений 

λ  сопоставления обнаруживают двукратное занижение. 

 

Выводы к разделу 7 

 

В разделе решена актуальная научная задача разработки теоретической 

численно-аналитической методики исследования нелинейных ангармонических 

эффектов при распространении осесимметричных нормальных упругих волн 

крутильного типа в протяженных трансверсально-изотропных цилиндрических 

телах со свободной, жестко закрепленной либо имеющей абсолютно гибкое 

нерастяжимое мембранное покрытие боковой поверхностью, а также получения с 

применением разработанной методики ряда данных о кинематических свойствах 

нелинейных вторых гармоник для уединенных монохроматических нормальных 

упругих волн крутильного типа в цилиндрах из реального материала 

рассматриваемого типа. 

В рамках реализованных исследований: 

1. В рамках геометрически- и физически-нелинейной модели волновых 
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процессов, базирующейся на теории конечных деформаций и представлении 

упругого потенциала для трансверсально-изотропной упругой среды с 

квадратичными и кубическими членами по деформациям, дана формулировка 

краевых задач определения нелинейных ангармонических возмущений для 

осесимметричных монохроматических нормальных крутильных волн, 

распространяющихся вдоль протяженных трансверсально-изотропных цилиндров 

кругового сечения. 

2. Разработаны алгоритмы получения аналитических решений 

неоднородных краевых задач определения вторых гармоник монохроматических 

нормальных волн кручения в рассматриваемых классах анизотропных 

цилиндрических волноводов с использованием средств компьютерной алгебры. 

3. Разработаны программные приложения для реализации алгоритмов 

аналитических преобразований и численных исследований в рамках построенных 

методик. 

4. Построены численно-аналитические решения пространственных краевых 

задач определения нелинейных ангармонических возмущений для случаев 

распространения осесимметричных монохроматических нормальных волн 

крутильного типа в протяженных трансверсально-изотропных круговых 

цилиндрах со свободной, жестко закрепленной либо имеющей абсолютно гибкое 

нерастяжимое мембранное покрытие боковой поверхностью 

5. Построены численно-аналитические решения пространственных краевых 

задач определения нелинейных ангармонических возмущений для случаев 

распространения осесимметричных монохроматических нормальных волн 

крутильного типа в протяженных трансверсально-изотропных круговых 

цилиндрах с рассматриваемыми граничными условиями в рамках частной версии 

используемой модели динамического деформирования, учитывающей только 

фактор геометрически нелинейности. 

6. Исследован ряд амплитудно-частотных зависимостей для 

кинематических характеристик нелинейных ангармонических возмущений в 

нормальных волнах кручения из низших мод нормальных волн в волноводах с 
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закрепленными и мембранированными граничными поверхностями, включая 

отдельные закономерности трансформации форм вторых гармоник в 

трансверсально-изотропных волноводах из гадолиния; проанализированы и 

описаны эффекты влияния на указанные характеристики вида граничных условий, 

а также варианта используемой модели учета факторов нелинейного 

деформирования. 

Основные положения данного раздела отражены в публикациях [82-86, 154, 

159, 160, 166, 187, 321]. 
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РАЗДЕЛ 8 

МЕТОДОЛОГИЯ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ СТАЦИОНАРНОГО 

ДИНАМИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ НИЗКОСИММЕТРИЧНЫХ 

АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ЗАДАЧАМ ВОЛНОВОЙ 

МЕХАНИКИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ТЕЛ 

 

8.1. Сведение уравнений волнового деформирования к системе 

дифференциальных уравнений специального вида 

 

Рассматривается волновод, занимающий в нормированной безразмерной 

декартовой системе координат 1 2 3Ox x x  область 5V  (1.7) с граничной 

поверхностью 5G  (1.12), имеющий в поперечном сечении конечную односвязную 

выпуклую области 2⊂   с гладкой по Гельдеру границей γ  (Рисунок 1.5). 

Полагается, что, область   содержит точку начала координат. Математическая 

модель включает уравнения (1.13), (1.17), (1.19), условия на граничной 

поверхности волновода (1.33) либо (1.34), а также представления для 

безразмерных компонент вектора упругих перемещений (1.39). 

В результате последовательной подстановки соотношений (1.19) в (1.17) с 

последующей подстановкой в уравнения движения (1.13) и граничные условия 

(1.33) либо (1.34) с учетом представлений (1.39), (1.41), (1.43) получается 

граничная задача относительно амплитудных составляющих безразмерного 

вектора перемещений ( )1 2,x xU , включающая систему трех дифференциальных 

уравнений второго порядка эллиптического типа 

( )1 2
ˆ,x x =D U O

     ( ) ( )1 2,x x ∈                                    (8.1) 

и условие на границе 

( ) ( )1 2
1 2 ,

ˆ,
x x

x x
γ∈
=M U O

 .                                         (8.2) 

В уравнении (8.1)   – некоторая область такая, что ⊂   ( )γ= ∪  ; D  – 

матричный дифференциальный оператор с элементами 
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[ ] 1 2
2 2 2 2

11 66 551,1 x xc c c k= ∂ + ∂ + Ω −D 

   ,   [ ] 1 2
2 2 2 2

66 22 442,2 x xc c c k= ∂ + ∂ + Ω −D 

   , 

[ ] 1 2
2 2 2 2

55 44 333,3 x xc c c k= ∂ + ∂ + Ω −D 

   ,   [ ] [ ] ( ) 1 2
2

12 662,1 1,2 x xc c= = + ∂D D   , 

[ ] [ ] ( ) 113 553,1 1,3 xik c c= = + ∂D D 

  ,   [ ] [ ] ( ) 223 443,2 2,3 xik c c= = + ∂D D 

  . 

В уравнении (8.2) =M I , если имеют место условия жесткого закрепления 

граничной поверхности, либо 

1 21 2 3x x= ∂ + ∂ +M M M M , 

11 66

1 12 66

55

0
0

0 0

c c
c c

c

α β
β α

α

 
 =  
  

M
 

 



,   
66 12

2 66 22

44

0
0

0 0

c c
c c

c

β α
α β

β

 
 =  
  

M
 

 



, 

13

3 23

55 44

0 0

0 0

0

ik c

ik c

ik c ik c

α

β

α β

 
 

=  
 
  

M









 

 

,                                   (8.3) 

если граничная поверхность является свободной. Здесь ( )cos ,1nα = , ( )cos ,2nβ =  

( )2 2 1α β+ =  – косинусы направления нормали к площадке на границе γ  области 

  в точке ( )1 2,x x γ∈ . 

В уравнении (8.1) вводится замена неизвестной векторной функции 

( ) ( )1 2, ,x y x x=U N V

 ,                                           (8.4) 

где 

1 21 2 3x x= ∂ + ∂ +N N N N , 

1

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 =  
  

N ,   2

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 
 =  
  

N ,   3

0 0 0
0 0 0

0 0 ik

 
 =  
  

N


.                  (8.5) 

В результате получается уравнение 

( ) ( )1 2
2 2

1 2 23 1
ˆ,x x x x∂ + ∂ + =V OG G G  .                                (8.6) 

Здесь 
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 − 
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. 

Ставится задача определить две неособенные квадратные матрицы R  и P  такие, 

что 

1 =R G P I ,    2 =R G P J ,                                         (8.7) 

где J  – диагональная матрица. Из первого уравнения (8.7) определяется 
1 1

1
− −=R P G  

и далее из второго уравнения (8.7) для определения P  получается уравнение 
1− =P H P J .                                                    (8.8) 

Здесь 1
1 2
−=H G G . Уравнение (8.8) определяет классическую задачу нахождения 

для заданной матрицы H  ее нормальной жордановой формы J  и преобразующей 

неособенной матрицы P . Характеристические числа матрицы H  равны 

1 44 55c cλ =   ,   ( ) ( )2,3 11 662a b d c cλ = ±   , 

( )11 22 12 12 662a c c c c c= − +     ,   2
11 22 12b c c c= −   ,   ( )211 22 12 662d c c c c= − +    .    (8.9) 

Поскольку для любых материалов выполняется соотношение 
2

11 22 12 0c c c− >    

следовательно, условие 

( )211 22 12 662 0c c c c− + ≠                                             (8.10) 

является необходимым, чтобы нормальная форма J  была диагональной матрицей. 

Данное требование легко проверяется. При невыполнении условия (8.10) 

отличные от нуля элементы нормальной формы J  с точностью до перестановки 

диагональных компонент равны 

[ ] 44 551,1 c c=J   ,   [ ] [ ] ( )22 12 662,2 3,3 2c c c= = +J J    ,   [ ]2,3 1=J . 
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Условие (8.10), в частности, не выполняется для трансверсально изотропных (ось 

анизотропии совпадает с осью 3Ox ) и изотропных материалов. В качестве 

достаточного условия, обеспечивающего диагональный вид матрицы J , может 

использоваться следующее [49] 

1 2λ λ≠ ,   2 3λ λ≠ ,   1 3λ λ≠ .                                      (8.11) 

Поскольку диагональными элементами матрицы J  являются представленные 

соотношениями (8.9) характеристические числа jλ  ( )1,3j = , получается, что при 

выполнении (8.11) относительно указанных элементов справедливо соотношение 

[ ] ( ), 0,j j ∈ ∞J   если  [ ] ,j j ∈J     ( )1,3j = .                       (8.12) 

Поскольку при выполнении (8.11) соотношение (8.10) также выполняется, значит, 

справедливость (8.12) требует обоснования в двух альтернативных случаях. Если 

0d >  то и 0a > . Тогда [ ] , 0j j >J  ( )1,3j = , так как 2 2
11 22 664 0a b d c c c− = >   . Если 

же 0d < , то [ ]1,1 0>J , [ ]( ),Im 0j j ≠J  ( )2,3j = . Условия (8.11) могут быть 

переписаны в таком виде 

0d <   либо  0d > , ( ) ( )11 22 12 12 66 66 11 44 55 22 55 442c c c c c c c c c c c c− + ≠ +            .  (8.13) 

Здесь следует отметить, что если условия (8.13) дополнить требованиями 

44 55c c≠  , 

и при  0d >   ( ) ( )11 22 12 12 66 66 11 222c c c c c c c c− + ≠ +        ,                (8.14) 

то элементы диагональной матрицы J  будут удовлетворять более сильным, чем 

(8.12) ограничениям следующего вида 

[ ] ( ) ( ), 0,1 1,j j ∈ ∪ ∞J   если  [ ] ,j j ∈J     ( )1,3j = .                (8.15) 

Учитывая существенный фактор погрешности при определении модулей 

упругости реальных ортотропных материалов, можно с достаточной мерой 

уверенности утверждать, что физико-механические характеристики основной 

массы ортотропных материалов укладываются в ограничения (8.13), (8.14). 

Вводится замена неизвестной векторной функции 
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( ) ( )1 2 1 2, ,x x x x=V P V .                                         (8.16) 

Тогда с учетом соотношения (8.4) граничная задача (8.1), (8.2) окончательно 

преобразуется к такому виду 

( )1 2
ˆ,x x =VL O

 ,                                               (8.17) 

( )1 2
ˆ,x x

γ
=M V O 

 .                                             (8.18) 

Здесь 

1 2
2 2
x x= ∂ + ∂ +L I J Q ,   = PM M N ,                                 (8.19) 

а исходная неизвестная векторная функция с учетом (8.4), (8.16) определяется так: 

( ) ( )1 2, ,x y x x=U N V  

 .                                          (8.20) 

Входящие в соотношения (8.19), (8.20) матрицы и матричные дифференциальные 

операторы имеют следующие представления 
1 1

1 3
− −=Q P G G P ,   = PN N .                                     (8.21) 

 

8.2. Постановка краевых задач для систем разностных уравнений 

 

Рассматривается граничная задача, включающая уравнение (8.17) 

относительно области   и граничное условие 

( ) ( )1 2 1 2
ˆ, ,x x x x

γ γ
=M V F 

 .                                       (8.22) 

Полагается, что квадратные матрицы, входящие в определение 

дифференциальных операторов L  и M  (8.19) имеют размерность m m× , 

элементы диагональной матрицы J  удовлетворяют аналогичным (8.15) 

ограничениям 

[ ] ( ) ( ), 0,1 1,j j ∈ ∪ ∞J   если  [ ] ,j j ∈J     ( )1,j m= ,                 (8.23) 

дифференциальный оператор M  и векторная функция F̂  из граничного условия 

(8.22) обеспечивает существование и единственность дважды непрерывно 

дифференцируемого в   решения граничной задачи (8.17), (8.22), непрерывного в 

  и удовлетворяющего условию Гёльдера на границе γ . Известно, что указанное 
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решение граничной задачи (8.17), (8.22), во-первых, является регулярным 

(аналитической функцией своих аргументов) в области   [36, 73, 194], во-

вторых, его можно равномерно аппроксимировать в   линейными комбинациями 

функций любой полной в   системы частных решений уравнения (8.17) [36, 48, 

194]. Далее множество функций, регулярных в некоторой области Θ , будет 

обозначаться Θϒ . Условие регулярности всех компонент матричной (векторной) 

функции в некоторой области Θ  естественным образом обобщается на 

регулярность матричной (векторной) функции в указанной области, а множество 

таких матричных (векторных) функций будет иметь обозначение ΘY . 

Вводятся на декартовой плоскости 1 2Ox x  комплексные переменные 

1 2z x ix= + ,   1 2z x ix= − .                                     (8.24) 

Рассматривая эти переменные в дальнейшем как независимые в комплексных 

пространствах  , получается отображение пространства 2
  в 2-мерное 

комплексное пространство 2
  

( )1 / 2x z z→ + ,   ( )2 / 2x i z z→ − .                              (8.25) 

Точки пространства 2
  далее обозначаются ( ),z z . Для компактификации 

пространства 2
  следуя [194] вводится в 

2
 , где   – пополненная бесконечной 

точкой замкнутая комплексная плоскость, топологию с ρ -метрикой 

( ) ( )( ) { }1 1 2 2 1 2 1 2, , , max ,z z z z z z z zρ = − − .                       (8.26) 

Введённая топология определяет бикруговые области 2С⊂  изменения 

независимых переменных ( ),z z . Для замыкания области   далее используется 

обозначение  . Ассоциировано с произвольной точкой 0z ∈  определяется ее ε -

окрестность { }0 0z z z zε ε∑ = − < , а в пространстве 
2
  для произвольной точки 

( )0 0,z z  на основании (8.26) определяются бикруговая ε -окрестность 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
0 0 0, 0, , , ,z z z z z z z zε ρ εΣ = < . Исходная область   граничной задачи 

(8.17), (8.22) порождает области 1  и 2  соответственно с границами 1γ  и 2γ  
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изменения независимых комплексных переменных z  и z . Известно [36, 48], что 

(8.25) определяет аналитическое продолжение всякой регулярной функции 

( )
1 2,v x x ∈ϒ


 в функцию ( )
 1 2

,v z z ×∈ϒ
 

 и порождает в 2
  следующее 

определение линейных дифференциальных операторов 

1x z z z z∂ → ∂ ∂ + ∂ ∂ = ∂ + ∂ ,   ( ) ( )2x i z z i z z∂ → ∂ ∂ − ∂ ∂ = ∂ − ∂ .         (8.27) 

Тогда оператор L  в пространстве 2
  независимых комплексных переменных z  и 

z  принимает вид 

( ) ( )24 −→ − − −L I Λ Δ R ,                                       (8.28) 

где 

( ) ( )2 2 2 2
z z zz= ∂ + ∂ − + ∂Δ Λ I Λ ,    ( )21

4= −R I Λ Q ,    ( ) ( )1−
= + −JΛ I J I . 

Поскольку ограничение (8.23) обеспечивает оценку 

min max0 1λ λ< < < ,   [ ]( )min ,1,
min j jj m

λ
=

= Λ ,   [ ]( )max ,1,
max j jj m

λ
=

= Λ ,      (8.29) 

следовательно, уравнение (8.17) в 2
  принимает эквивалентный вид 

( ) ( ), ,z z z z=Δ V R V 

 ,                                          (8.30) 

Упорядоченная система матричных функций ( ){ } 0
,

pp z z
∞

=
F , где 

( ),p z z ∈F Υ  ( )0,p = ∞  частные решения уравнения (8.30) далее будет 

называться базисной для этого уравнения относительно бикруговой области  , 

если всякое векторное решение этого уравнения ( ),z z ∈V Υ

  может быть 

представлено равномерно и абсолютно сходящимися в любом замыкании из   

рядом 

( ) ( )
0

, ,p p
p

z z z z
∞

=
= ∑ KFV . 

Здесь { } 0p p

∞

=
K  – некоторые векторные коэффициенты. 

Ставятся задачи построить: 
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(а) базисную систему ( )
 { }1 20 0

,p p
z z

∞

× =
∈Φ Υ

 

 матричных частных решений 

уравнения 

( )0 ,p z z =Δ Φ O                                                 (8.31) 

относительно области  1 2×  ; 

(б) систему наборов ( )
 { }{ }1 2

01
,

p
pn n

z z
∞

×

∞

= =
∈Φ Υ

 

 частных решений 

последовательности неоднородных уравнений 

( ) ( )( 1), ,pn p nz z z z−=Δ Φ R Φ     ( )1,2,3,...n = ,                    (8.32) 

такую, что: 

− ( )
 1 2

0
( , ) ,p pn

n
z z z z

∞

×
=

 
= ∈ 

 
∑Φ Φ Υ

 

  ( )0,p = ∞ ; 

− система ( ){ } 0
,p p

z z
∞

=
Φ  является базисной для уравнения (8.30) относительно 

области  1 2×  . 

На множестве пар целых чисел ( ) 2,n k ∈  определяется в 2
  семейство 

функций 

( )
( ) ( )

  когда или0

ко

1 1,
,

0 0,гда и
1

  
1

n k
nk

n k
z z z z n k

n k
ϕ

≤ − ≤ −
=  ≥ ≥Γ + Γ +

               (8.33) 

где ( )zΓ  – гамма-функция. При любых целых n , k  справедливы соотношения 

( ) ( ), ,n
nk nka z z a z zϕ ϕ= ,    ( ) ( ), ,k

nk nkz a z a z zϕ ϕ= , 

( ) ( )( 1), ,z nk n kz z z zϕ ϕ −∂ = ,    ( ) ( )( 1), ,z nk n kz z z zϕ ϕ −∂ = , 

( ) ( ), ,nk knz z z zϕ ϕ= ,    ( ) ( )2 2
0 0, , 0zz n zz kz z z zϕ ϕ∂ = ∂ ≡ .              (8.34) 

Для произвольной ограниченной бикруговой области   изменения 

комплексных переменных ( ),z z  обобщается в классе Υ  понятие аналитического 

продолжения. Отождествляя всякую ( ),z z ∈V Υ

  с её равномерно и абсолютно 
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сходящимся разложением в кратный степенной ряд в любом замыкании из 

некоторой бикруговой ε -окрестности ( )0 0,z z
εΣ  ( )0ε >  произвольной точки 

( )0 0,z z ∈  [48], с учётом (8.33) получается представление 

( ) ( )
0

, ,p
p

z z z z
∞

=
= ∑V V  ,                                         (8.35) 

где ( ),p z zV  – элементы кольца однородных полиномов ( )0 0,
p
z zℵ  переменных z , z  

степени p  ( )0p ≥  с центром в точке ( )0 0,z z  ( ) ( )( )0 0,, p
p z zz z ∈ℵV  такого вида 

( ) ( )( ) 0 0
0

, ,
p

p p k k pk
k

z z z z z zϕ −
=

= − −∑V C .                          (8.36) 

Здесь pk j
  C  ( )1,j m=  – соответствующие векторные коэффициенты 

аналогичных разложений функций ( ),
j

z z  V  ( )1,j m=  в указанной бикруговой 

ε -окрестности. 

Определяется следующее отображение пространства 2
  в пространство 

2m
  

z z→ →I Z ,    z z→ →I Z .                                   (8.37) 

Вводится также обозначение £  для кольца диагональных матриц размерности m . 

Точки пространства 2m
  будут обозначаться ( ),Z Z , а £∈Z  и £∈Z  будут 

рассматриваться как независимые диагональные матричные комплексные 

переменные. Для компактификации пространства 2m
  следуя [194] вводится в 

2m
  топология с ρ -метрикой 

( ) ( )( ) { }, , , max ,ρ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= − −Z Z Z Z Z Z Z Z .                (8.38) 

Здесь используется следующие определения согласованных норм [94]: для матриц 

– [ ] ,1, 1
max

mdef

k jk m j= =

 
=   

 
∑A A ; для векторов – [ ]

1,
max

def

kk m=
=A A . Введённая топология 
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определяет бицилиндрические области 
2m

⊂   изменения переменных ( ),Z Z  

как упорядоченные совокупности бикруговых областей [ ] 2
jj = ⊂    изменения 

переменных [ ]( ), ,
,j j j j
  Z Z  ( )1,j m= . В случае 1 2j = ×   ( )1,j m=  далее 

используется обозначение ( ) ( )1 2= Ξ ×Ξ  . Для замыкания бицилиндрической 

области   будет использоваться обозначение  . При этом (8.37) отображает 

бикруговую ε -окрестность ( )0 0,z z
εΣ  некоторой точки ( ) 2

0 0,z z ∈  в 

бицилиндрическую ε -окрестность ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
0 0 0 0, , , , ,ε ρ ε=Σ <Z Z Z Z Z Z Z Z  

точки ( )0 0
2, m∈Z Z   ( )0 0 0 0,z z= =Z I Z I . Таким образом, (8.37) определяет 

отображение всякой функции ( )
 1 2

,z z ×∈V Υ
 

 , представленной в виде (8.35), 

(8.36) в некоторой бикруговой ε -окрестности ( )0 0,z z
εΣ  ( )0ε >  произвольной точки 

( )  1 20 0,z z ∈ ×  , в функцию ( ),V Z Z , представленной в виде равномерно и 

абсолютно сходящегося разложения в кратный степенной ряд матричных 

диагональных комплексных переменных Z  и Z  

( ) ( )
0

, ,p
p

∞

=
= ∑V Z Z V Z Z  ,                                         (8.39) 

в любом замыкании из бицилиндрической ε -окрестности ( )0 0,
εΣ Z Z  ( )0ε >  точки 

( ) ( ) ( )10 0 2, ∈Ξ ×ΞZ Z   . Здесь ( ) ( )0 0,, p
p ∈ℵ Z ZV Z Z  – элементы кольца 

обобщенных однородных полиномов переменных Z , Z  степени p  ( )0p ≥  с 

центром в точке ( )0 0,Z Z  

( ) ( )( ) 0 0
0

, ,
p

p p k k pk
k

ϕ −
=

= − −∑V Z Z Z Z Z Z C .                          (8.40) 

Для функций переменных Z , Z  естественным образом обобщается 

свойство регулярности. Функция ( ),V Z Z  далее будет называться регулярной в 
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некоторой бицилиндрической области 
2m

⊂   ( )( ), ∈V Z Z Y

 , если ∀  

( )0 0, ∈Z Z   ∃  ( )0 0,
εΣ Z Z  ( )0ε >  и для разложения вида (8.39), (8.40) в этой 

окрестности справедливо, что ∀  0δ >  ∃ *p < ∞  :  ∀  ( ) ( )0 0,, ε∈Σ Z ZZ Z  выполняется 

( )
*

,p
p p

δ
∞

=
<∑ V Z Z . 

Для функций, представляемых в области своей регулярности разложениями 

вида (8.39), (8.40) определяется также отображение пространства 2m
  в 

пространство 2
  следующим образом 

z→Z I ,   z→Z I .                                            (8.41) 

Очевидно, что (8.41) отображает всякую бицилиндрическую область 

( ) ( )1 2Ξ ×Ξ   в соответствующую бикруговую область  1 2×  . Тогда из 

теоремы единственности разложения функций ( )
 1 2

,
j

z z ×
  ∈Υ V

 

  ( )1,j m=  в 

кратный степенной ряд с заданным центром из  1 2×   [194] с учётом 

компактности пространств 
2
  и 

2m
  следует справедливость следующего 

утверждения. 

Утверждение 1. Для бикруговой области  1 2×   и всякой представленной 

соотношениями (8.35), (8.36) в некоторой бикруговой ε -окрестности ( )0 0,z z
εΣ  

( )0ε >  произвольной точки ( )  1 20 0,z z ∈ ×   функции ( )
 1 2

,z z ×∈V Υ
 

  

отображение (8.37) с учетом (8.41) задает в виде представлений (8.39), (8.40) 

аналитическое продолжение указанной функции ( )
( ) ( )1 2

,
Ξ ×Ξ

∈V Z Z Υ
 

 . 

Вводятся в рассмотрение новые обобщённые диагональные матричные 

комплексные переменные 1Z  и 2Z  

1 = +Z Z Λ Z ,    2 = +Z Λ Z Z .                                 (8.42) 

Из оценки (8.29) следует, что каждое из равенств 1 =Z O , 2 =Z O  выполняется 
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тогда и только тогда, когда = =Z Z O . Соотношения (8.42) определяют 

отображение пространства 2m
  диагональных матричных комплексных 

переменных Z  и Z  в пространство 2m
  обобщенных диагональных матричных 

комплексных переменных 1Z  и 2Z  

2 1
1 2( ) ( )−→ − −Z I Λ Z Λ Z ,    2 1

2 1( ) ( )−→ − −Z I Λ Z Λ Z .        (8.43) 

При этом (8.43) отображает бицилиндрические области ( ) ( )1 2Ξ ×Ξ   и ( )0 0,
εΣ Z Z  

из 2m
  в бицилиндрические области из 2m

  соответственно ( ) ( )1 21 2Ξ ×Ξ   и 

полиномиально выпуклую область, которая далее будет обозначаться ( )(0) (0)
1 2,

ε∑
Z Z

. 

Таким образом, суперпозиция отображений (8.37) и (8.43) определяет 

отображение пространства 2
  в пространство 2m

  
2 1

1 2( ) ( )z −→ − −I Λ Z Λ Z ,    2 1
2 1( ) ( )z −→ − −I Λ Z Λ Z .        (8.44) 

Тогда с учетом выше изложенного справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 2. Для произвольной бикруговой области  1 2×   и всякой 

представленной соотношениями (8.35), (8.36) в некоторой бикруговой ε -

окрестности ( )0 0,z z
εΣ  ( )0ε >  произвольной точки ( )  1 20 0,z z ∈ ×   функции 

( )
 1 2

,z z ×∈V Υ
 

  отображение (8.44) в виде равномерно и абсолютно сходящихся 

в любых замыканиях из ( )
( ) ( )(0) (0)

1 2
1 21 2,

ε∑ Ξ Ξ⊂ ×
Z Z

   разложений 

( ) ( )1 2 1 2
0

, ,p
p

∞

=
= ∑V Z Z V Z Z  , 

( ) ( )(0) (0)
1 2 ( ) 1 21 2

0
, ,

p

p p k k pk
k

ϕ −
=

′= − −∑V Z Z Z Z Z Z C ,                  (8.45) 

определяет аналитическое продолжение указанной функции 

( )
( ) ( )1 21 21 2,

Ξ ×Ξ
∈V Z Z Υ

 

 . 

Указанное аналитическое продолжение функций далее будет обозначаться 
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так: ( ) ( )1 2, ,z z=V Z Z V


  . Отображение (8.44) порождает в пространстве 2m
  

независимых обобщённых диагональных матричных комплексных переменных 

1Z  и 2Z  следующее определение линейных над кольцом ( )(0) (0)
1 2,

pℵ
Z Z

 ( )0p ≥  

дифференциальных операторов 

1 2z∂ ∂→ ∂+Z ZI Λ ,   
1 2z∂ ∂→ ∂+Z ZΛ I , 

→Δ Δ


,   ( ) 1 2

22 2= − − ∂Z ZΔ I Λ


.                                   (8.46) 

Также с учетом (8.41), (8.42) определяется обратное отображение 

пространства 2m
  обобщенных диагональных матричных комплексных 

переменных 1Z  и 2Z  в пространство 2
  комплексных переменных z  и z  вида 

1 z z+→Z I Λ ,    2 zz +→Z Λ I .                                 (8.47) 

Указанное отображение применительно к функциям ( )
( ) ( )1 21 21 2,

Ξ ×Ξ
∈V Z Z Υ

 

 , 

представленных в некоторой бицилиндрической ε -окрестности ( )(0) (0)
1 2,

ε∑
Z Z

 ( )0ε >  

произвольной точки ( ) ( ) ( )(0) (0)
1 21 21 2, ∈Ξ ×ΞZ Z    разложениями вида (8.45), 

далее будет обозначаться так: ( ) ( )1 2, ,z z =V V Z Z


  . С учетом введенных 

определений справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 3. Для произвольной бикруговой области  1 2×   и всякой 

представленной соотношениями (8.35), (8.36) в некоторой бикруговой ε -

окрестности ( )0 0,z z
εΣ  ( )0ε >  произвольной точки ( )  1 20 0,z z ∈ ×   функции 

( )
 1 2

,z z ×∈V Υ
 

  справедливы соотношения 

( ) ( ), ,z z z z≡V V




  ,    ( ) ( ), ,z z z z=Δ V Δ V






 

  .                       (8.48) 

Для операторов 
1

∂Z  и 
2

∂Z  с учетом соотношений (8.33) справедливы аналогичные 

(8.34) свойства 

( ) ( )1
(0) (0) (0) (0)

1 2 ( 1) 1 21 2 1 2, ,nk n kϕ ϕ −∂ − − = − −Z Z Z Z Z Z Z Z Z , 
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( ) ( )2
(0) (0) (0) (0)

1 2 ( 1) 1 21 2 1 2, ,nk n kϕ ϕ −∂ − − = − −Z Z Z Z Z Z Z Z Z , 

( ) ( )(0) (0) (0) (0)
1 2 2 11 2 2 1, ,nk nkϕ ϕ− − = − −Z Z Z Z Z Z Z Z , 

( ) ( )1 2 1 2
(0) (0) (0) (0)2 2

0 1 2 0 1 21 2 1 2, ,n kϕ ϕ∂ − − = ∂ − − ≡Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z O .    (8.49) 

Тогда, возвращаясь к задаче (а), получается, что искомая базисная система 

( )
 { }1 20 0

,p p
z z

∞

× =
∈Φ Υ

 

 матричных частных решений уравнения (8.31) может 

быть определена на основе матричных решений уравнения 

( )1 2,∆ =Ψ Z Z O


 ,                                              (8.50) 

которые в общем виде записываются так: 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2, = +Z Z F Z F ZΨ . 

Здесь ( )j jF Z  ( )1,2j =  – произвольные в классе 
( ) ( )1 21 2Ξ ×Ξ

Υ
 

 матричные 

функции. Следовательно, распространяя теорему Рунге [36] на случай 

обобщенных матричных диагональных комплексных переменных 1Z  и 2Z , в 

качестве полной системы частных решений уравнения (8.50) относительно 

области ( ) ( )1 21 2Ξ ×Ξ   может быть выбрана такая 

{ } { } { }21 11 n
n

n
n∞ ∞

= =
∪ ∪ ZI Z . 

Задаваясь целью построить базисную систему частных решений уравнения (8.50) 

относительно области ( ) ( )1 21 2Ξ ×Ξ  , выбираются некоторая точка 

( )0 0 1 2,z z ∈ ×   и 0η >  такие, что 

( )0 0
1 2 ,z z

η× Σ⊂  ,   ( ) ( ) ( )(0) (0)
1 2

1 1 2 2
,

ηΞ ×Ξ ⊂ ∑
Z Z

  , 

(0)
0 01 z z= +Z I Λ ,    (0)

02 0zz= +Z Λ I . 

Тогда для любых ( )
(0) (0),1 2

j j η
  
 

∑
∈

Z Z

F Z Υ  ( )1,2j =  система функций 

{ } ( ){ } ( ){ }(0) (0)
1 2

1 1
1 2

n n

n n∞ ∞

= =
− −∪ ∪Z Z ZI Z                             (8.51) 
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будет базисной относительно области ( )(0) (0)
1 2,

η∑
Z Z

 ( )0η >  [36]. С учётом 

соотношений (8.33), (8.49), (8.51) базисная система частных решений уравнения 

(8.50) относительно области ( )(0) (0)
1 2,

η∑
Z Z

 ( )0η >  может быть окончательно 

представлена так: 

( )
( )( )
( )( )

0 1 0 0
0 1 2

0 2 0 0

, 2

, 2

,
,

, 1
n

p
n

при p n

при p n

z z

z z

ϕ

ϕ

 − += 
− +

=

= −

Z I Λ I
Φ Z Z

I Z Λ I
   ( )0,p = ∞ .     (8.52) 

Тогда базисная система частных решений уравнения (8.31) относительно области 

( )0 0,z z
ηΣ  на основании утверждения 2 определяется следующим образом 

( )
( )( )
( )( )

0 1 0 0
0

0 2 0 0

,
,

,

, 2

, 2 1

n
p

n

z z при p n

п p n
z z

z иz р

ϕ

ϕ

 − += 
− +

=

 = −

Z I Λ I
Φ

I Z Λ I





   ( )0,p = ∞ , 

или в виде эквивалентного представления так: 

( ) ( ) ( )
( )1 2

0 0 0( 1 2 0)
0

, , p k

p

p p k k
k

z z z z z zϕ
+  

+ −  
=

= − −∑Φ C    ( )0,p = ∞ .     (8.53) 

Здесь [ ]x  – целая часть числа x ; (2 )0n
k

k =C Λ , (2 1)0
n

n
k

k−
−= ΛC  ( )0, ; 0,n k n= ∞ = . 

Решение задачи (б) также далее строится в области ( )0 0,z z
ηΣ . Очевидно, что 

линейный над кольцом ( )0 0,
p
z zℵ  ( )0,p = ∞  оператор Δ  для произвольных 

( ) 2
0 0,z z ∈  и 2p ≥  задаёт отображение ( ) ( )0 0 0 0

2
, ,

p p
z z z z

−ℵ ℵ→ . С учетом того, что 

( ) ( )
( )
0 0

1 2
0 ,, p

p z zz z +  ∈ℵΦ  ( )0,p = ∞  построение частных решений уравнения (8.32) на 

каждом шаге итерационного процесса 1,2,3,...n =  ограничивается кольцом 

( )
( )
0 0

1 2 2
,

p n
z z
+ +  ℵ  (ниже будет доказана корректность наложенного ограничения с 

позиций разрешимости задачи (б)). Таким образом, для матричных функций 

( ) ( )
( )
0 0

1 2 2
,, p n

pn z zz z + +  ∈ℵΦ  с учетом (8.53) получается представление 
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( ) ( ) ( )
( )1 2 2

0 0( 1 2 2 )
0

, ,
p

pn p k k
k

n

pnknz z z z z zϕ
+ +  

+ + −  
=

= − −∑ CΦ  

( )0, ; 0,p n= ∞ = ∞ .                                        (8.54) 

В представлении (8.54) pnkC  ( )1,n = ∞  – подлежащие определению матричные 

( )m m×  коэффициенты. В результате подстановки представлений (8.54) в 

уравнения (8.32) на каждом шаге итерационного процесса 1,2,...n =  получается 

функциональное уравнение 

( ) ( )( )2
( 2 ) 0 0 ( 1) ( 2 ()

2

)
0

1,p k k pnk pn k pn np k

p

k
k

z z z zϕ ′− − + +

′−

=
−− − − + + − =∑ ΛC I Λ C ΛC R C O  

( )( )1 2 2p p n′ = + +   .                                        (8.55) 

Равенство нулю однородных полиномов (8.55) в области ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η<  при 

каждом 1,2,...n =  порождает краевую задачу для системы разностных уравнений 

второго порядка с постоянными коэффициентами [11] 

( )2
( 1) ( 1)( 2)pnk pn k k npn p k−+ +− + + =ΛC I Λ C ΛC R C     ( )0, 2k p′= −       (8.56) 

с граничными условиями 

0pn =C A ,    pnp′ =C B .                                        (8.57) 

Здесь A  и B  – произвольные матрицы размерности m m× . 

 

8.3. Построение интегрального оператора 

 

Если учесть представления (8.54) и на каждом шаге 1,2,...n =  решения 

уравнений (8.32) положить 

( 2)pnk p k′′+=C G ,   ( 1)knp p k′− ′=R C G ,   2p p′′ ′= − ,                    (8.58) 

то с учетом соотношений (8.56), (8.57) получится, что на каждом шаге 

итерационного процесса решается задача построения интегрального оператора 

ABH , порождающего для всякой матричной функции ( ) ( )0 0,, p
p z zz z ′′
′′ ∈ℵW  
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( )0p′′ ≥  

( ) ( )( ) 0 0
0

, ,
p

p p k k p k
k

z z z z z zϕ
′′

′′ ′′ ′′−
=

= − −∑W G ,                         (8.59) 

в виде 

( ) ( )2 , ,p pz z z z′′ ′′+ = ABW H W                                      (8.60) 

все частные решения ( ) ( ) ( )0 0

2
2 ,, , p

p z zz z z z ′′+
′′+= ∈ℵX W  уравнения 

( ) ( ), ,pz z z z′′=Δ X W .                                           (8.61) 

Значит, краевая задача (8.56), (8.57), определяющая интегральный оператор ABH , 

с учетом соотношений (8.58) – (8.61) запишется в таком виде 

( )2
( 2) ( 2)( 1) ( 2)( 2)p k p k p k p k′′ ′′ ′′ ′′+ + + + +− + + =ΛG I Λ G ΛG G     ( )0,k p′′= ,    (8.62) 

( 2)0p′′+ =G A ,    ( 2)( 2)p p′′ ′′+ + =G B .                                 (8.63) 

Характеристическое уравнение для (8.62) имеет вид [51] 

( )2 2− + + =Λ X I Λ X Λ O .                                        (8.64) 

Из оценки (8.29) следует, что уравнение (8.64) имеет в точности два различных 

корня 1 =X Λ  и 1
2

−=X Λ  такие, что 

[ ] ,10 1j j< <X ,    1
2 ,

0 1
j j

− 
 < <X    ( )1,j m= .                         (8.65) 

В критерии хорошей обусловленности общих краевых задач для систем 

разностных уравнений на сеточном отрезке [54] указаны три необходимых и 

достаточных условия хорошей обусловленности задачи. 

Утверждение 3. При выполнении условий (8.29) краевая задача (8.62), (8.63) 

при любом p′′  ( )0p′′ ≥ , для любого набора { } 0

p
p k k

′′
′′ =

G , при любых A  и B  является 

хорошо обусловленной. 

Доказательство. 

1. Из оценки (8.65) непосредственно следует выполнение первого условия – 

неравенство единице модулей всех скалярных корней 
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{ } [ ]{ } [ ]{ }2
1 2, ,1 1 1

 
m mm

j j j j jj j j
x

= = =
= ∪X X  уравнения 

( )( )2 2det 0x x− + + =Λ I Λ Λ .                               (8.66) 

2. Из оценки (8.65) также следует, что [ ] [ ]1 2, ,1j j j j< <X X  ( )1,j m= . 

Значит, среди корней уравнения (8.66) будет в точности m  корней, модуль 

которых меньше единицы и m  корней, модуль которых больше единицы, 

следовательно, размерность матриц граничных условий (8.63) соответствует 

требованиям второго условия. 

3. Строятся ограниченные решения краевых задач: 

( )2
( 2) ( 2)( 1) ( 2)( 2)p k p k p k′′ ′′ ′′+ + + + +− + + =ΛG I Λ G ΛG O     ( )0,k = ∞ ,      (8.67) 

( 2)0p′′+ =G O                                                   (8.68) 

и 

( )2
( 2) ( 2)( 1) ( 2)( 2)p k p k p k′′ ′′ ′′+ + + + +− + + =ΛG I Λ G ΛG O     ( ),k p′′= −∞ ,      (8.69) 

( 2)( 2)p p′′ ′′+ + =G O .                                              (8.70) 

Общее решение уравнений (8.67) и (8.60) может быть записано в виде [51] 

( 2) 1 1 2 2
k k

p k′′+ = +G X D X D     ( ),k = −∞ ∞ ,                       (8.71) 

где jD  ( )1,2j =  – произвольные матрицы размерности m m× . Из требования 

ограниченности решения задачи (8.67), (8.68) при k →∞  и оценки (8.65) следует, 

что в представлении (8.71) 2 =D O . Тогда из граничного условия (8.68) следует, 

что и 1 =D O . Значит, краевая задача (8.67), (8.68) не имеет ограниченного 

решения, отличного от O . Аналогично показывается, что краевая задача (8.69), 

(8.70) также не имеет ограниченного решения, отличного от O . Следовательно, 

выполнено и третье, последнее условие. 

Следствие 1. При выполнении условий (8.29) для любых p′′  ( )0p′′ ≥ , 

{ } 0

p
p k k

′′
′′ =

G , A  и B : 

1) решение краевой задачи (8.62), (8.63) существует и единственно; 
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2) выполняются оценки [51] 

( 2)
0, 2 0,
sup max , , supp k p k

k p k p
χ′′ ′′+

′′ ′′= + =

 
≤  

 
G A B G ,                      (8.72) 

где значение параметра χ  ( )0 χ≤ < ∞  фиксировано и не зависит от p′′  и 

{ } 0

p
p k k

′′
′′ =

G . 

Таким образом, интегральный оператор ABH  в соотношении (8.60), 

задающий решения уравнения (8.61) ( ) ( ) ( )0 0

2
2 ,, , p

p z zz z z z ′′+
′′+= ∈ℵX W  (определяется 

набором { } 2
( 2) 0

p
p k k

′′+
′′+ =

G ), применяемый к функции ( ) ( )0 0,, p
p z zz z ′′
′′ ∈ℵW  

(определяется набором { } 0

p
p k k

′′
′′ =

G ), является правым обратным оператору Δ  над 

кольцом ( )0 0,
p
z z
′′ℵ  ( )0,p = ∞  и может быть определен как решение краевой задачи 

(8.62), (8.63). Тогда искомые решения уравнений (8.32) при любых 0,p = ∞  могут 

быть представлены в следующем виде 

( ) ( )( )( 1), ,
n np n p nz z z z−= A BΦ RH Φ     ( )1,2,3,...n = ,               (8.73) 

где матричная функция ( )0 ,p z zΦ  определяется соотношениями (8.53). 

В качестве метода решения краевой задачи (8.62), (8.63) используется метод 

прогонки в матричной форме. Вводятся вспомогательные матричные 

прогоночные коэффициенты kM , kD . Искомое решение представляется в виде 

( 2) ( 2)( 1)p k k p k k′′ ′′+ + += +G M G D     ( )0, 1k p′′= + .                      (8.74) 

Для вычисления прогоночных коэффициентов kM  и kD  из уравнений (8.62) 

получаются рекуррентные соотношения 

( ) 12
1k k

−
+ = + −M I Λ Λ M Λ ,                                  (8.75) 

( ) ( )12
1k k k p k

−
′′+ = + − −D I Λ Λ M Λ D G     ( )0,1,...,k p′′= ,            (8.76) 

а из первого граничного условия (8.63) их начальные значения 

0 =M O ,    0 =D A . 
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Рекуррентное уравнение (8.75) допускает решение в явном виде 

( )( ) 12 2 2k k
k

−+= − −M Λ I Λ I Λ     ( )0, 1k p′′= + .                  (8.77) 

Тогда рекуррентное уравнение (8.76) получает такой вид 

( )( ) ( )12 2 2 4
1

k k
k k p k

−+ +
′′+ = − − −D I Λ I Λ Λ D G     ( )0,1,...,k p′′= .     (8.78) 

Оценка (8.29) гарантирует корректность соотношений (8.77), (8.78) при любых k . 

Вычисление искомых матричных коэффициентов ( 2)p k′′+G  осуществляется 

обратным ходом прогонки ( )1, ,...,1k p p′′ ′′= +  с использованием рекуррентного 

соотношения (8.74) и второго граничного условия (8.63) как начального. Здесь 

следует отметить, что следствием хорошей обусловленности граничной задачи 

(8.62), (8.63) является также отсутствие накопления вычислительной погрешности 

в методе прогонки, что в свою очередь обеспечивает отсутствие накопления 

возрастающих с ростом n  ошибок в вычисляемых значениях коэффициентов 

разложений ( ),p n z zΦ  в представлениях (8.73) при любых 0,p = ∞ . 

 

8.4. Свойства интегрального оператора 

 

Утверждение 4. В случае ( ) ( )0 0,, p
p z zz z ∈ℵW  и ( ),p z z ≡W O  ( )0,p = ∞  

выполняются соотношения 

( ) ( )4 0(2 ), ,p pz z z z+=ABH ΦW   при  =A I , 2p+=B Λ ; 

( ) ( )3 0(2 ), ,p pz z z z+=ABH ΦW   при  2p+=A Λ , =B I .               (8.79) 

При доказательстве учитывается, что из ( ),p z z ≡W O  в области ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η<  

непосредственно следует pk =G O  ( )0,k p= . Значит, общее решение уравнения 

(8.62) имеет вид (8.71). Тогда с учетом граничных условий (8.63) и представлений 

(8.53), (8.71) наборы значений 1 =D I , 2 =D O  и 1 =D O , 2
2

p+=D Λ  обеспечивают 

справедливость соотношений (8.79). 

Утверждения 3, 4 порождают следующие свойства оператора ABH , которые 
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формулируются как следствия. 

Следствие 2. Для любого p  ( )0p ≥  и всякой ( ) ( )0 0,, p
p z zz z ∈ℵΨ  

вариативность A  и B  в представлении ( ),p z z= ABX H Ψ  обеспечивает все 

решения уравнения (8.61) в кольце ( )0 0

2
,

p
z z
+ℵ . 

Следствие 3. Для любого p  ( )0p ≥  и всякой ( ) ( )0 0,, p
p z zz z ∈ℵΨ  

( ) ( ) ( )
0

2 1
0( , )

, 3p
p z z

z z z z p+ −= − Γ +ABH Ψ A , 

( ) ( ) ( )
0

2 1
0( , )

, 3p
p z z

z z z z p+ −= − Γ +ABH Ψ B .                     (8.80) 

Ставится задача линеаризации оператора ABH  над кольцом ( )0 0,
p
z zℵ  ( )0p ≥ . 

Для этого необходимо и достаточно потребовать, чтобы из 

( )( ) ( )0 0,, p
p z zz z ≡ ∈ℵΨ O  ( )0p ≥  следовало ( ),p z z ≡ABH Ψ O . С учетом оценки 

(8.72) получается, что условие = =A B O  обеспечивает линейность оператора 

ABH . Далее соответствующий указанному условию линейный над кольцом 

( )0 0,
p
z zℵ  ( )0p ≥  интегральный оператор будет обозначаться OOH . Таким образом, 

справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 5. OOH  является линейным над кольцом ( )0 0,
p
z zℵ , 

непрерывным, правым обратным оператору Δ  оператором, реализующим 

отображение ( ) ( )0 0 0 0

2
, ,

p p
z z z z

+ℵ ℵ→  ( )0p ≥ . 

Утверждение 6. Для всякой ( ) ( )0 0,, p
p z zz z ∈ℵΨ  ( )0p ≥  и любого 0 η< < ∞  

справедлива оценка: 

( )

( ) ( )
,0 0

sup , 0
z z

n
p n

z z
η →∞Σ

→OOH Ψ .                                   (8.81) 

Доказательство основывается на представлении (8.59), оценке (8.72) и 

соотношении 
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( ) ( ) ( )1 1 1

0
1 1 12

n
n

j
n j j n−

=

− −=Γ − + Γ + Γ +∑ . 

Получается, что для любого замыкания ( )0 0,z z
ηΣ  и любого набора матричных 

коэффициентов { } 0

p
pk k=

C , определяющего представление (8.59) для ( ),p z zΨ , 

выполняется следующая оценка, 

( ) ( )
( )

( ) ( )
,0 0

2 1

0,
, 2 2 1 sup

z z

n p nn
p pk

k p
z z p n

η
χ η + −

Σ =
≤ Γ + +OOH Ψ C   ( )1n ≥ ,  (8.82) 

которая обеспечивает справедливость соотношения (8.81). 

Утверждение 7. Для любой ( )0 ,p z zΦ  ( )0,p = ∞ , заданной соотношениями 

(8.53) справедливо 

( ) ( ) 20
0

( , ) ,n
p p

n
z z z z

∞

=

 
= ∈ 

 
∑ OOΦ H ΦR Υ



     ( )0,p = ∞ .         (8.83) 

На основании оценки (8.82) с учётом (8.29), (8.53) для любых p  ( )0,p = ∞  

получается 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
0 , 2 2 1nn p n

p pnz z p n aχ η η+ −≤ Γ + + =OOH R RΦ   ( )1n ≥ . 

Фактор сходимости числовых мажорантных рядов ( )
0

pn
n

a η
∞

=
∑  при любом 

конечном η  ( )0,p = ∞ , обеспечивают справедливость соотношения (8.83). 

Определение. Оператор T  далее будет называться несужающим область 

регулярности ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η< , если для всякой ( )

( ),0 0

,
z z

z z ηΣ
∈Ψ Υ  справедливо 

( )( )
( ),0 0

,
z z

z z ηΣ
∈T Ψ Υ . 

Утверждение 8. Линейный интегральный правый обратный оператору Δ  

оператор T  из всякой базисной для некоторой бикруговой области ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η<  

системы решений ( ){ }0 0
,p p

z z
∞

=
Φ  уравнения (8.31) порождает в виде 
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( ) ( ) ( )0
0 0

, ,n
p p

n p

z z z z
∞∞

= =

 
= 

 
∑Φ T ΦR                          (8.84) 

базисную для ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η<  систему решений уравнения (8.30) тогда и только 

тогда, когда является несужающим область регулярности ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η< . 

Доказательство. Пусть ( ){ }0 0
,p p

z z
∞

=
Φ  есть базисная система решений 

уравнения (8.31) для некоторой бикруговой области ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η< . 

Необходимость. Предполагается, что оператор T  является сужающим 

область регулярности ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η<  и (8.84) есть базисная система решений 

уравнения (8.30) для ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η< . Тогда для всякого векторного решения этого 

уравнения ( )
( ),0 0

,
z z

z z ηΣ
∈V Υ  выполняется 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 *
0 0 0

, , ,n n
p p

p n n
z z z z z z

∞ ∞ ∞

= = =
= =∑∑ ∑V T Φ K T VR R 

  . 

Здесь ( ) ( )* 0
0

, ,p p
p

z z z z
∞

=

 
= ∈  

 
∑V Φ K Υ

 , где   некоторая бикруговая область 

такая, что ( )0 0

2
,z z

ηΣ ⊂ ⊆  ; pK  – некоторые векторные коэффициенты 

разложения. Но тогда с учётом утверждения 5 получается 

( )( ) ( ) ( )( )
( ),0 0

*, , ,
z z

z z z z z z ηΣ
= − ∈T V V VR Υ  

 , 

что противоречит исходному предположению. 

Достаточность. Предполагается, что оператор T  является несужающим 

область регулярности ( )0 0,z z
ηΣ  ( )0 η< . Рассматривается в классе функций 

( ),0 0z z
ηΣ

Υ  

оператор 

= −Θ I T R .                                                   (8.85) 

Ставится задача показать, что однородное уравнение 
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( ),z z =Θ OΨ                                                   (8.86) 

в этом классе имеет единственное решение ( ),z z =Ψ O . Вводится представление 

( ) ( )
0

, ,
p

pz z z z
∞

=
= ∑Ψ Ψ ,                                           (8.87) 

где ( ) ( )0 0,,p
p
z zz z ∈ℵΨ  ( )0p ≥ . После подстановки (8.87) в (8.86) с учетом 

утверждения 5 и соотношения (8.85) получается 

( )
0

,
p

p z z
∞

=
=∑Ψ O ,                                               (8.88) 

где 

( ) ( )0, ,z z z z=Ψ Ψ ,    ( ) ( )1 1, ,z z z z=Ψ Ψ , 

( ) ( ) ( ) ( )2, , ,p p pz z z z z z−= −Ψ Ψ T R Ψ

    ( )2,p = ∞ .                (8.89) 

Поскольку ( ) ( )0 0,, p
pp z zz z ∈ℵΨ  ( )0,p = ∞  и разложение по однородным полиномам 

(8.88) должно выполняться всюду в ( )0 0,z z
ηΣ , следовательно, ( ),pp z z = OΨ  

( )0,p = ∞ . Тогда с учётом линейности оператора T  из уравнений (8.89) сразу 

получается ( ),p z z =Ψ O  ( )0,p = ∞ . Значит ( ),z z =Ψ O  – единственное решение 

уравнения (8.86) в указанном классе функций. 

Берется произвольное векторное решение ( )
( ),0 0

,
z z

z z ηΣ
∈V Υ  уравнения 

(8.30). Рассматривается следующее представление 

( ) ( ), ,z z z z=F Θ V .                                          (8.90) 

Согласно предположению ( )
( ),0 0

,
z z

z z ηΣ
∈F Υ . Кроме того ( ),z zF  однозначно 

определяется для всякой ( ),z zV  и, согласно утверждению 5, удовлетворяет 

уравнению (8.31). Далее рассматривается в классе 
( ),0 0z z
ηΣ

Υ  неоднородное 

относительно ( ),z zΨ  уравнение 
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( ) ( ), ,z z z z=ΨΘ G ,                                           (8.91) 

где ( )
( ),0 0

,
z z

z z ηΣ
∈G Υ  – произвольное векторное решение уравнения (8.31). Для 

построения решения уравнения (8.91) применяется метод последовательных 

приближений. В результате получается последовательность рекуррентных 

уравнений, с использованием решений которых записывается искомое 

представление 

( ) ( ) ( )
0

, ,n

n
z z z z

∞

=
= ∑ T GΨ R .                                     (8.92) 

С другой стороны, всякое решение ( )
( ),0 0

,
z z

z z ηΣ
∈G Υ  уравнения (8.31) 

представимо в любом замыкании из ( )0 0,z z
ηΣ  равномерно и абсолютно сходящимся 

разложением по элементам базисной системы ( ){ }0 0
,p p

z z
∞

=
Φ  в виде 

( ) ( )0
0

, ,p p
p

z z z z
∞

=
= ∑G Φ K ,                                      (8.93) 

где pK  – некоторые векторные коэффициенты. С учётом (8.84), (8.93) разложение 

(8.92) принимает окончательный вид 

( ) ( )
0

, ,p p
p

z z z z
∞

=
= ∑Φ KΨ .                                       (8.94) 

Поскольку, как показано выше, соответствующее уравнению (8.91) однородное 

уравнение (8.86) в классе 
( ),0 0z z
ηΣ

Υ  не имеет решений отличных от O , 

следовательно, представление (8.94) даёт единственное решение уравнения (8.91) 

в указанном классе функций. Наконец, если положить ( ) ( ), ,z z z z=G F  и учесть, 

что в этом случае именно ( ),z zV  является решением (8.91), получается 

истинности исходного утверждения. 

Следствие 4. Система функций ( ) ( ){ }0 0
, ,p p p

z z z z
∞

=
=Φ H Φ , где 



251 

( ){ }0 0
,p p

z z
∞

=
Φ  определяется соотношениями (8.53) и ( )

0

n

n

∞

=
= ∑ OO RH H   является 

базисной системой частных решений для уравнения (8.30) в классе 2Υ


. 

 

Выводы к разделу 8 

 

В разделе решена актуальная научная задача разработки теоретической 

методики построения и исследования свойств базисных множеств аналитических 

частных решений уравнений волнового деформирования применительно к 

краевым задачам о спектрах нормальных упругих волн в сплошных 

цилиндрических волноводах гладкого криволинейного сечения из прямолинейно 

ортотропных упругих материалов. 

В рамках реализованных исследований: 

1. Разработана методика сведения уравнений волнового деформирования 

протяженных цилиндрических тел к системе дифференциальных уравнений 

эллиптического типа специального вида. 

2. На основе системы дифференциальных уравнений эллиптического типа 

специального вида поставлены и решены краевые задачи для систем разностных 

уравнений, построен базисный набор частных решений указанной системы 

дифференциальных уравнений. 

3. Исследованы свойства интегральных операторов, определяющих 

указанные базисные частные решения. 

Основные положения данного раздела отражены в публикациях [133, 135, 

136, 138, 143, 144, 147]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В диссертации решена актуальная научная проблема волновой механики 

протяженных цилиндрических тел с усложненными геометрическими и физико-

механическими свойствами в виде анизотропии и неоднородности, 

геометрической и физической нелинейности, секторно-круговой и секторно-

кольцевой формы сечений с ребрами сингулярности, наличия жидкостного 

заполнения во внутренних полостях, заключающаяся в разработке численно-

аналитических методов анализа математических моделей распространения волн 

деформаций в волноводах рассматриваемых классов с несколькими типами 

граничных условий. На основе применения разработанных методов исследованы, 

систематизированы и обобщены ведущие закономерности в свойствах 

исследуемых волновых процессов. 

Основные результаты диссертационной работы заключаются в следующем: 

1. Осуществлено построение и исследование свойств базисных множеств 

аналитических частных решений уравнений волнового деформирования для 

краевых задач о спектрах нормальных упругих волн в трансверсально-изотропных 

и цилиндрически ортотропных цилиндрах кругового и кольцевого сечения с 

экспоненциально-степенной радиальной неоднородностью. 

2. Для двух частных случаев экспоненциально-степенной радиальной 

неоднородности материала в замкнутой форме построены базисные наборы 

частных решений системы уравнений волновой механики для задач о 

распространении нормальных крутильных волн в трансверсально-изотропных и 

цилиндрически-ортотропных цилиндрах кругового сечения с использованием 

функций Уиттекера, кольцевого сечения – представленные через функции 

Уиттекера и интегралы биконфлюэнтного уравнения Гойна. 

3. Осуществлено построение аналитических представлений базисных 

частных решений для краевых задач о спектрах нормальных упругих волн в 

трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных волноводах секторно-

кругового и секторно-кольцевого сечения с экспоненциально-степенной 
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радиальной неоднородностью физико-механических свойств при наличии гибких 

нерастяжимых покрытий на радиальных участках граничной поверхности. 

4. Осуществлено построение и исследование свойств базисных множеств 

аналитических и численно-аналитических решений вспомогательных 

спектральных задач для обладающих радиальной неоднородностью 

экспоненциально-степенного типа трансверсально-изотропных волноводов с 

сечением в виде кругового сектора в случае свободных либо жестко закрепленных 

радиальных участков граничной поверхности. 

5. Проведено исследование асимптотических свойств решений 

рассматриваемых основных и вспомогательных спектральных задач. 

6. Получены и исследованы дисперсионные соотношения для нормальных 

волн в трансверсально-изотропных и цилиндрически-ортотропных волноводах 

исследуемого геометрического строения со свободными и жестко закрепленными 

цилиндрическими участками граничной поверхности с радиальной 

неоднородностью экспоненциально степенного типа на основе использования 

базисных множеств решений уравнений модели и вспомогательных спектральных 

задач 

7. Осуществлено получение и исследование дисперсионных соотношений 

для нормальных волн в трансверсально-изотропных и цилиндрически-

ортотропных волноводах кольцевого сечения с заполнением внутренней полости 

идеальной слабосжимаемой жидкостью. 

8. Разработана теоретическая численно-аналитическая методика 

исследования малых нелинейных ангармонических эффектов при 

распространении упругих волн кручения в трансверсально-изотропных 

цилиндрах кругового сечения с использованием модели геометрически и 

физически нелинейного деформирования. 

9. Осуществлено построение и исследование свойств базисных множеств 

аналитических частных решений уравнений волнового деформирования 

применительно к краевым задачам о спектрах нормальных упругих волн в 

сплошных цилиндрических волноводах гладкого криволинейного сечения из 
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прямолинейно ортотропных упругих материалов. 

10. Осуществлена разработка и реализация методик анализа 

параметрических закономерностей в топологическом строении и составе 

дисперсионных спектров нормальных волн, в распределениях их фазовых и 

групповых скоростей, а также в кинематических характеристиках волновых 

движений применительно к цилиндрам с усложненными геометрическими и 

физико-механическими свойствами. 

11. Осуществлены обобщение и систематизация полученных новых 

фундаментальных данных о закономерностях влияния особенностей усложненной 

геометрии сечений, типов граничных условий, радиальной неоднородности, 

анизотропии и нелинейности физико-механических свойств материалов 

волноводов на структуры дисперсионных спектров и особенности 

кинематических характеристик исследуемых нормальных волн, представляющие 

первоочередной интерес для сферы практических приложений. 
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