
1 
 

Министерство науки и высшего образования Российской Федерации 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ 

УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 

«ДОНЕЦКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ» 

 

На правах рукописи  

 

 

Глухов Антон Александрович 

 

ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ И НОРМАЛЬНЫЕ УПРУГИЕ ВОЛНЫ В 

АНИЗОТРОПНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ ТЕЛАХ С 

РАЗНОФАКТОРНОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО 

ТИПА 

 

Специальность 1.1.8. Механика деформируемого твердого тела 

 

Диссертация на соискание ученой степени  

кандидата физико-математических наук 

 

 

Научный руководитель:  

доктор технических наук, доцент  

Сторожев Сергей Валериевич  

 

 

 

Донецк 2024 



2 
 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

 

ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5 

РАЗДЕЛ 1. ОБЗОР ПУБЛИКАЦИЙ ПО РАССМАТРИВАЕМОЙ 

ПРОБЛЕМАТИКЕ И ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЗАДАЧ 

ИССЛЕДОВАНИЯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  19 

1.1.  Аналитический обзор методов и результатов опубликованных 

теоретических исследований . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  19 

1.2. Описание физико-механических свойств функционально-

градиентных деформируемых сред . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  22 

1.3. Общая формулировка ведущих методологических положений 

исследования. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  28 

1.4. Выводы по разделу 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  29 

РАЗДЕЛ 2. РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМ АНАЛИТИЧЕСКОГО 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ СТАЦИОНАРНОЙ ВОЛНОВОЙ 

ДИНАМИКИ ДЛЯ ИССЛЕДУЕМЫХ МОДЕЛЕЙ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  30 

2.1. Описание локализованной приграничной неоднородности 

полубесконечных функционально-градиентных тел с использованием 

двойных экспоненциальных функций. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  30 

2.2. Интегрирование уравнения модели распространения сдвиговых 

упругих волн в полубесконечном трансверсально-изотропном 

функционально-градиентном массиве с приграничной локализованной 

зоной неоднородности. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  36 

2.3. Интегрирование системы уравнений распространения упругих волн 

P-SV типа в полубесконечном трансверсально-изотропном 

функционально-градиентном массиве с приграничной локализованной 

зоной неоднородности. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  39 

2.4. Интегрирование системы уравнений распространения произвольно 

ориентированных трехпарциальных поверхностных волн в 

 

 



3 
 

функционально-градиентном ортотропном полупространстве с 

приграничной локализованной зоной неоднородности. . . . . . . . . . . . . . .  

 

44 

2.5. Интегрирование уравнений некоторых вариантов двухфакторных 

моделей распространения сдвиговых упругих волн в трансверсально-

изотропной функционально-градиентной среде. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  50 

2.6. Интегрирование уравнений распространения упругих P-SV волн в 

среде с разнотипными законами экспоненциальной неоднородности для 

параметра плотности и модулей упругости. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  55 

2.7. Интегрирование уравнения модели распространения сдвиговых 

упругих волн в трансверсально-изотропной функционально-градиентной 

среде с трехфакторной неоднородностью. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  57 

2.8. Выводы по разделу 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  59 

РАЗДЕЛ 3. ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

ЛОКАЛИЗОВАННЫХ ПОВЕРХНОСТНЫХ УПРУГИХ ВОЛН В 

АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛАХ С ПРИГРАНИЧНОЙ ЛОКАЛИЗОВАННОЙ 

ЗОНОЙ НЕОДНОРОДНОСТИ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  62 

3.1. Анализ модели распространения обобщенных поверхностных волн 

Лява в составной структуре «однородный изотропный слой на 

функционально-градиентном анизотропном полупространстве» . . . . . . . .  63 

3.2. Анализ модели распространения волн Лява в составной структуре 

«функционально-градиентный анизотропный либо изотропный слой на 

функционально-градиентном анизотропном полупространстве» . . . . . . . .  85 

3.3. Анализ модели распространения поверхностных волн рэлеевского 

типа в функционально-градиентном ортотропном полупространстве с 

приграничной локализованной зоной неоднородности. . . . . . . . . . . . . . . . .  91 

3.4. Выводы по разделу 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  102 

РАЗДЕЛ 4. ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

ЛОКАЛИЗОВАННЫХ СДВИГОВЫХ И ПРОДОЛЬНО-СДВИГОВЫХ 

ВОЛН В ВОЛНОВОДНЫХ СТРУКТУРАХ В ВИДЕ 

 

 

 



4 
 

ДЕФОРМИРУЕМОГО СЛОЯ МЕЖДУ ВМЕЩАЮЩИМИ УПРУГИМИ 

ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

 

104 

4.1. Исследование модели распространения волн сдвига в однородном 

анизотропном слое между однотипными функционально-градиентными 

трансверсально-изотропными полупространствами. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  105 

4.2. Локализованные сдвиговые волны в слое с симметричным законом 

поперечной неоднородности между однотипными функционально-

градиентными трансверсально-изотропными полупространствами. . . . . .  111 

4.3. Анализ модели распространения продольно-сдвиговых волн в 

анизотропном функционально-градиентном слое с симметричным 

законом поперечной неоднородности между однотипными пригранично-

неоднородными трансверсально-изотропными полупространствами. . . . .  121 

4.4. Выводы по разделу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  130 

РАЗДЕЛ 5. ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

НОРМАЛЬНЫХ СДВИГОВЫХ И ПРОДОЛЬНО-СДВИГОВЫХ 

УПРУГИХ ВОЛН В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОМ 

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОМ СЛОЕ С МНОГОФАКТОРНОЙ 

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ ФИЗИКО-

МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  132 

5.1. Сдвиговые волны в слое с альтернативными вариантами 

двухфакторной физико-механической неоднородности. . . . . . . . . . . . . . . .  133 

5.2. Волны сдвига в трансверсально-изотропном функционально-

градиентном слое с трехфакторной физико-механической  

неоднородностью. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  146 

5.3. Выводы по разделу 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  154 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  156 

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  160 

 

 

 



5 
 

ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. Анализ процессов волнового 

деформирования упругих сред и элементов конструкций является 

многоплановым, в высокой степени актуальным направлением исследований в 

механике деформируемого твердого тела, представляющим дальнейший 

теоретический фундаментально-научный интерес и поддерживающим развитие 

широкого ряда современных наукоемких высокотехнологичных научно-

производственных отраслей и критических технологий. При этом масштабной 

ветвью теоретических разработок по динамике деформируемых сред с 

разнообразными классами объектов исследований, ориентированных на 

прикладные запросы твердотельной акустоэлектроники, геоакустики и 

сейсмологии, технологий неразрушающего ультразвукового контроля, динамики 

машин, приборов сооружений, горного дела, являются разработка и апробация 

методов решения задач о распространении нормальных и локализованных 

упругих волн в волноводных структурах с усложненными физико-механическими 

свойствами, в том числе образуемых анизотропными неоднородными 

функционально-градиентными материалами – композиционными или 

однофазными материалами, функциональные свойства которых равномерно или 

скачкообразно изменяются хотя бы по одному измерению. Общий подход к 

анализу таких задач на базе разрабатываемых численно-аналитических методов в 

основном базируется на введении одного из экспериментально и теоретически 

обоснованных канонических законов описания пространственной трансформации 

физико-механических свойств деформируемых материалов – экспоненциального, 

степенного, сигмоидального и др. При этом актуальный вариант задания свойств 

неоднородности с применением экспоненциальных функций и его использование 

в решениях задач распространения локализованных и нормальных упругих волн в 

волноводных структурах с анизотропными компонентами на данный момент 

изучены в весьма малой мере. К практически не исследованным на сегодняшний 

день можно, в частности, отнести задачи распространения нормальных сдвиговых 
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и продольно-сдвиговых упругих волн в волноводе в виде функционально-

градиентного анизотропного упругого слоя с учетом многофакторной 

экспоненциальной неоднородности – заданием различных экспоненциальных 

функциональных законов изменения для различных характеристик физико-

механических свойств анизотропных материалов. Особой задачей является 

использование экспоненциальных зависимостей изменения физико-механических 

характеристик для описания эффектов наличия приповерхностно-локализованных 

зон выраженной высокоградиентной неоднородности материалов с 

асимптотическим сглаживанием при отходе от границ вглубь рассматриваемых 

полубесконечных тел, а также разработка и апробация методик решения задач 

распространения нормальных и обобщенных поверхностных волн в 

функционально-градиентных анизотропных волноводах из материалов данного 

типа. Практически неисследованным остается класс задач о спектрах и свойствах 

локализованных волн сдвигового и продольно-сдвигового типа в составных 

структурах в виде упругого слоя, вмещенного между деформируемыми 

полупространствами при учете свойств непрерывной неоднородности и 

анизотропии для составляющих указанной структуры. 

С учетом представленных соображений, научная проблема разработки и 

применения численно-аналитических методов исследования моделей 

распространения локализованных и нормальных упругих волн в анизотропных 

функционально-градиентных телах с разнофакторной неоднородностью 

экспоненциального типа, может быть в настоящее время отнесена к актуальному с 

теоретической и прикладной точек зрения тематическому направлению 

исследований в механике деформируемого твердого тела.  

Степень разработанности темы диссертации. Используемая в работе 

методология экспоненциального описания неоднородности физико-механических 

свойств для создаваемых на базе аддитивных технологий функционально-

градиентных нанокомпозитных материалов, а также модели экспоненциальной 

неоднородности для некоторых классов геоматериалов, развиты и обоснованы в 
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достаточно обширном цикле работ  [110, 112, 113, 114, 124, 135, 144, 155, 175, 

183, 185, 186, 204 , 206, 210]. 

Исследования ряда моделей статического деформирования, моделей 

распространения и дифракционного рассеяния локализованных и нормальных 

упругих волн в функционально-градиентных телах с однофакторной, идентичной 

для всех физико-механических характеристик неоднородностью 

экспоненциального типа, осуществлены в работах [119, 120, 121, 128, 129, 181, 

213, 217, 174, 117]. 

В публикациях [9, 98, 99, 102, 103–106, 116, 132, 133, 136–138, 153, 155, 157, 

159, 165, 166, 147, 148, 150, 151, 161, 167, 172, 173, 177–182, 191, 195, 196, 202, 

208, 215] получены решения ряда неклассических вариантов задач о 

распространении обобщенных локализованных волн Лява и волн рэлеевского 

типа. 

В работах [115, 176] представлены исследования, связанные с получением 

отдельных форм представлений базисных решений амплитудных волновых 

уравнений для сдвиговых волн в изотропных телах с двухфакторной 

экспоненциальной неоднородностью в рамках моделей различных законов 

неоднородности для модуля упругости и параметра плотности функционально-

градиентного материала.  

Рассматриваемые в данной диссертационной работе тематические 

направления и конкретные задачи, элементами постановки которых являются 

сочетание факторов анизотропии рассматриваемых функционально-градиентных 

материалов, учета эффектов формирования приграничных локализованных зон 

неоднородности физико-механических свойств в телах полубесконечной 

геометрии, учета свойств многофакторной экспоненциальной неоднородности  

рассматриваемых материалов, являются открытыми для перспективных научных 

исследований и не представлены в вышедших в свет научных публикациях 

других авторов. Отсутствуют также опубликованные разработки по моделям 

описания локализованной приповерхностной неоднородности полубескнечных 
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анизотропных функционально-градиентных тел с использованием двойных 

экспоненциальных функций. 

Объектом исследования являются процессы распространения 

стационарных поверхностных и нормальных упругих волн в волноводах с 

усложненными физико-механическими свойствами. 

Предметом исследования являются математические модели 

распространения локализованных и нормальных упругих волн в анизотропных 

функционально-градиентных телах в виде полупространства и слоя с 

локализованной приповерхностной неоднородностью и многофакторной 

неоднородностью экспоненциального типа. 

Целью диссертационной работы является разработка и апробация 

комплекса специализированных аналитико-числовых методов теоретического 

исследования спектров и свойств локализованных и нормальных упругих волн в 

анизотропных функционально-градиентных телах с описываемой двойными 

экспоненциальными функциями локализованной приповерхностной 

неоднородностью и многофакторной неоднородностью экспоненциального типа, 

а также компьютерная реализация разработанных методов и проведение 

численных параметрических исследований анализируемых волновых полей с 

выявлением ведущих закономерностей в их структуре и свойствах. 

Для достижения целей исследования подлежат решению следующие 

научные задания: 

– синтез математической модели описания локализованных зон выраженной 

высокоградиентной приповерхностной неоднородности физико-механических 

свойств материалов и асимптотического сглаживания их характеристик при 

отходе от границ вглубь рассматриваемых тел с использованием двойных 

экспоненциальных функций; 

– аналитическое интегрирование уравнений модели распространения 

сдвиговых упругих волн в полубесконечном трансверсально-изотропном 

функционально-градиентном массиве с описываемой двойными 

экспоненциальными функциями приграничной локализованной зоной 
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неоднородности, модели распространения упругих волн P-SV типа в 

полубесконечном трансверсально-изотропном функционально-градиентном 

массиве с описываемой двойными экспоненциальными функциями приграничной 

локализованной зоной неоднородности, модели распространения произвольно 

ориентированных трехпарциальных поверхностных волн в функционально-

градиентном ортотропном полубесконечном массиве с описываемой двойными 

экспоненциальными функциями приграничной локализованной зоной 

неоднородности;  

– аналитическое интегрирование уравнений распространения сдвиговых 

упругих волн в рамках моделей двухфакторной экспоненциальной 

неоднородности трансверсально-изотропной функционально-градиентной среды 

и уравнений распространения сдвиговых упругих волн в рамках модели общей 

трехфакторной экспоненциальной неоднородности трансверсально-изотропной 

функционально-градиентной среды; 

 – анализ моделей распространения обобщенных поверхностных волн Лява в 

составных структурах «функционально-градиентный анизотропный слой на 

однородном анизотропном полупространстве», «однородный анизотропный слой 

на функционально-градиентном анизотропном полупространстве», 

«функционально-градиентный экспоненциально-неоднородный анизотропный 

слой на функционально-градиентном анизотропном полупространстве с 

приграничной неоднородностью»; 

– анализ модели распространения поверхностных волн рэлеевского типа в 

функционально-градиентном трансверсально-изотропном полупространстве с 

приграничной локализованной зоной неоднородности; 

– анализ моделей распространения сдвиговых волн в однородном 

анизотропном слое между однотипными функционально-градиентными 

полупространствами с приграничными локализованными зонами неоднородности, 

локализованных сдвиговых и продольно-сдвиговых волн в слое с симметричным 

законом поперечной неоднородности между однотипными функционально-
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градиентными трансверсально-изотропными полупространствами с 

приграничными локализованными зонами неоднородности; 

– анализ моделей распространения нормальных сдвиговых упругих волн в 

слое с альтернативными вариантами двухфакторной физико-механической 

неоднородности и в слое с трехфакторной физико-механической 

неоднородностью; 

– получение дисперсионных соотношений для нормальных продольно-

сдвиговых волн в слое с двухфакторной экспоненциальной неоднородностью 

физико-механических свойств; 

– разработка компьютерных расчетных алгоритмов и программных 

приложений для численного исследования анализируемых моделей; 

– обобщение и систематизация полученных новых данных о 

закономерностях влияния факторов анизотропии и неоднородности отдельных 

классов упругих материалов на характеристики их стационарного волнового 

деформирования. 

Методы исследования. Реализуемые в работе исследования базируются на 

использовании линейных моделей стационарного динамического 

деформирования неоднородных и однородных анизотропных упругих сред; 

аппарата теории дифференциальных уравнений в частных производных и 

уравнений математической физики; методов последовательных приближений для 

решения обыкновенных дифференциальных уравнений; теории разложений в 

скалярные и векторные функциональные ряды; методов матричной алгебры; 

методов численного решения трансцендентных уравнений; методов разработки 

специализированных программных приложений для реализации расчетных 

алгоритмов в среде С++. 

Научная новизна полученных результатов. 

1. Предложена и апробирована новая аналитическая модель описания 

локализованной приповерхностной зоны однофакторной неоднородности физико-

механических характеристик функционально-градиентного анизотропного 
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полупространства, базирующаяся на интерпретации изменений комплекса 

свойств его материала двойными экспоненциальными функциями. 

2. С применением специализированной итерационной методики получены 

базисные частные решения амплитудного волнового дифференциального 

уравнения в модели распространения сдвиговых упругих волн в полубесконечном 

трансверсально-изотропном функционально-градиентном массиве с описываемой 

двойными экспоненциальными функциями приграничной локализованной зоной 

однофакторной неоднородности.  

3. С применением специализированной векторно-матричной итерационной 

методики получены базисные частные решения систем амплитудных волновых 

дифференциальных уравнений в модели распространения упругих волн P-SV типа 

в полубесконечном трансверсально-изотропном функционально-градиентном 

массиве и в модели распространения произвольно ориентированных 

трехпарциальных поверхностных волн в функционально-градиентном 

ортотропном полубесконечном массиве с описываемыми двойными 

экспоненциальными функциями приграничными локализованными зонами 

однофакторной неоднородности. 

4. Получены базисные частные решения амплитудных волновых 

дифференциальных уравнений, описывающих распространение сдвиговых 

упругих волн в моделях двухфакторной и трехфакторной экспоненциальной 

неоднородности трансверсально-изотропной функционально-градиентной среды. 

5. Получены и исследованы решения задач о распространении обобщенных 

поверхностных волн Лява в составных структурах «функционально-градиентный 

анизотропный слой на однородном анизотропном полупространстве», 

«однородный анизотропный слой на функционально-градиентном анизотропном 

полупространстве с приграничной неоднородностью», «функционально-

градиентный экспоненциально-неоднородный анизотропный слой на 

функционально-градиентном анизотропном полупространстве с приграничной 

неоднородностью». 
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6. Получены и исследованы решения задач о распространении 

поверхностных волн рэлеевского типа в функционально-градиентном 

трансверсально-изотропном полупространстве с приграничной локализованной 

зоной неоднородности. 

7. Получены и исследованы решения задач о распространении 

локализованных сдвиговых волн в однородном анизотропном слое между 

однотипными функционально-градиентными полупространствами с 

приграничными локализованными зонами неоднородности. 

8. Получены и исследованы решения задач о распространении 

локализованных сдвиговых и продольно-сдвиговых волн в анизотропном слое с 

симметричным законом поперечной экспоненциальной неоднородности, 

расположенном между однотипными функционально-градиентными 

полупространствами с приграничными локализованными зонами неоднородности. 

9. Реализовано получение и исследование отдельных вариантов 

дисперсионных соотношений для нормальных сдвиговых волн в слое с 

альтернативными вариантами двухфакторной экспоненциальной физико-

механической неоднородности. 

10. Реализован анализ модели распространения нормальных сдвиговых 

упругих волн в функционально-градиентном слое с трехфакторной 

экспоненциальной физико-механической неоднородностью. 

11. Установлены, систематизированы и обобщены некоторые физико-

механические закономерности влияния факторов анизотропии и неоднородности 

отдельных классов упругих материалов на характеристики их стационарного 

волнового деформирования. 

Теоретическое значение результатов работы заключается в создании, 

совершенствовании и расширении областей применения эффективных 

алгоритмизированных числено-аналитических методов решения ранее не 

исследованных классов задач о спектрах и свойствах обобщенных поверхностных 

волн Лява и Рэлея в полубесконечных функционально-градиентных телах с 

приграничной неоднородностью физико-механических характеристик; о спектрах 
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и свойствах локализованных волн сдвигового и продольно-сдвигового типа в 

составных структурах в виде упругого слоя, вмещенного между деформируемыми 

полупространствами при учете свойств непрерывной неоднородности и 

анизотропии для составляющих указанной структуры; о спектрах и свойствах 

нормальных упругих волн в анизотропном функционально-градиентном слое с 

разнофакторной неоднородностью экспоненциального типа, позволивших 

выявить ряд новых фундаментальных параметрических закономерностей в 

трансформации свойств исследуемых волн, обусловленной комплексом факторов 

непрерывной неоднородности физико-механических характеристик среды 

распространения, и наметить сферы дальнейшего обобщения разработанных в 

диссертации подходов. 

Практическое значение полученных результатов заключается в 

непосредственной применимости разработанных численно-аналитических 

методов, алгоритмов их компьютерной реализации, установленных и обобщенных 

свойств и закономерностей анализируемых волновых процессов в предпроектном 

моделировании и конструкторских расчетах в области технологий шахтной 

пластовой сейсморазведки и других видов геоакустических исследований, в 

области неразрушающего ультразвукового контроля, в области разработки 

усовершенствованных акустоэлектронных компонентов на поверхностных 

акустических волнах, в практике прочностных расчетов деталей машин и 

элементов строительных конструкций из анизотропных функционально-

градиентных нанокомпозитных материалов. 

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. 

Диссертационное исследование соответствует основным направлениям 

специальности 1.1.8 «Механика деформируемого твѐрдого тела»: 3. Задачи теории 

упругости, теории пластичности, теории вязкоупругости. 4. Механика 

композиционных материалов и конструкций, механика интеллектуальных 

материалов. 8. Динамика деформируемого твѐрдого тела. Теория волновых 

процессов в средах различной структуры. 12. Вычислительная механика 

деформируемого твѐрдого тела. 
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Научные положения, выносимые на защиту:  

1. Предложенная и апробированная в работе модель описания 

локализованной приповерхностной зоны однофакторной неоднородности физико-

механических характеристик функционально-градиентного анизотропного 

полупространства, базирующаяся на интерпретации изменений комплекса 

свойств его материала двойными экспоненциальными функциями, эффективна 

для реализации численно-аналитических исследований закономерностей влияния 

факторов вариаций значений исходных параметров деформационных свойств и 

плотности анизотропного материала полупространства около его граничной 

плоскости на дисперсионные, кинематические и энергетические эндогенные 

характеристики локализованных однопарциальных, двух- и трехпарциальных 

поверхностных упругих волн, и представляет значительный прикладной интерес в 

процессах расчетного проектирования технологий и компонентов 

акустоэлектронной техники и схем реализации сейсмоакустических 

исследований. 

2. Построенные в диссертации аналитические решения амплитудных 

дифференциальных уравнений моделей распространения обобщенных 

поверхностных упругих волн SH и P-SV типа в полубесконечных анизотропных 

функционально-градиентных телах с описываемой двойными 

экспоненциальными функциями поперечной локализованной физико-

механической неоднородностью являются основой эффективного аппарата для 

вычислительного анализа комплекса свойств обобщенных волн Лява и Рэлея, 

представляющих фундаментальный интерес и востребованных инженерными 

приложениями в прочностных строительных расчетах, геоакустике и 

ультраакустической диагностике, твердотельной акустоэлектронике.  

3. Полученные в работе решения задач построения и анализа 

дисперсионных соотношений, расчета кинематических, силовых и энергетических 

характеристик локализованных волн SH и P-SV типа в расположенных между 

однотипными функционально-градиентными полупространствами с 

приграничными зонами неоднородности однородном анизотропном слое и в 
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расположенном аналогичным образом анизотропном слое с симметричным 

экспоненциальным законом поперечной неоднородности, качественно дополняют 

фундаментальные представления о влиянии факторов неоднородности и 

анизотропии компонентов данных волноводных структур на параметры 

соответствующих волновых процессов, и в прикладном аспекте открывают новые 

возможности повышения точности исследований в области шахтной 

сейсмодиагностики пластов полезных ископаемых в разрабатываемых 

геомассивах. 

4. Впервые разработанные и апробированные методики получения 

дисперсионных уравнений для моделей распространения нормальных SH волн в 

анизотропном слое с альтернативными вариантами двухфакторной 

экспоненциальной физико-механической неоднородности, а также для модели 

распространения нормальных сдвиговых упругих волн в трансверсально-

изотропном функционально-градиентном слое с трехфакторной 

экспоненциальной физико-механической неоднородностью, помимо вклада в базу 

фундаментальных знаний об особенностях волновых процессов в функционально-

градиентных средах имеют важное значение для практики инженерных расчетов в 

динамике нанокомпозитных конструкций, для сферы проектирования 

волноводных компонентов устройств радиоэлектроники и акустической 

диагностики. 

Достоверность и обоснованность результатов диссертационной работы 

подтверждается строгостью и корректностью постановок рассматриваемых задач 

в рамках математически обоснованных апробированных моделей динамической 

теории упругости анизотропного твердого тела; использованием при 

теоретическом исследовании рассматриваемых моделей верифицированных 

математических методов, включая аппарат теории дифференциальных уравнений 

в частных производных, теории обыкновенных дифференциальных уравнений и 

уравнений математической физики; анализом сходимости ряда полученных в 

работе представлений решений волновых уравнений в функциональных рядах; 

использованием в процессе численных исследований апробированных 
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вычислительных алгоритмов решения трансцендентных алгебраических 

уравнений; сопоставительной проверкой согласованности отдельных полученных 

разработанными методами результатов диссертационной работы в предельных 

частных случаях с полученными альтернативными методами опубликованными 

результатами исследований других авторов. 

Связь работы с научными программами, планами, темами. 

Представленные в работе исследования связаны с тематикой конкурсных 

исследовательских проектов: «Методы исследования линейных и нелинейных 

моделей статического и динамического деформирования анизотропных 

функционально-градиентных упругих тел» (МОН ДНР, номер государственной 

регистрации 0120D000014, 2020-2022 гг.); «Численно-аналитические методы 

исследования волнового деформирования, ползучести, концентрации напряжений 

и сопряжѐнных полей в новых классах анизотропных композитных и 

функционально-градиентных сред» (государственное задание Минобрнауки РФ, 

№ госрегистрации 124012400354-0, 2023-2024 гг.). Ведущие результаты 

диссертационной работы включены в отчеты по указанным НИР. 

Апробация результатов диссертации. Основные результаты работы были 

представлены, доложены и обсуждены на: III, IV, V, VII, VIII и IX 

Международных научных конференциях «Донецкие чтения. Образование, наука и 

вызовы современности» (г. Донецк, Донецкий государственный университет, 

2018 г., 2019 г., 2020 г., 2022 г., 2023 г., 2024 г.); XVII и XVIII Всероссийских 

школах-семинарах «Математическое моделирование и биомеханика в 

современном университете» (пос. Дивноморское, Южный федеральный 

университет, 2023 г., 2024 г.); XXI Международной конференции «Современные 

проблемы механики сплошной среды» (г. Ростов-на-Дону, ЮФУ, 2023 г.); 

International Conference on Construction and Building Materials (ICCBM) 

(Vladivostok, Russia, 2024); Международной конференции «XXXV Крымская 

Осенняя Математическая Школа-симпозиум Н.Д. Копачевского по спектральным 

и эволюционным задачам» (г. Симферополь, Физико-технический институт 

ФГАОУ ВО «Крымский федеральный университет имени В.И. Вернадского» 
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2024); Всероссийской конференции «Математическое моделирование в 

механике», посвящѐнной 50-летию ИВМ СО РАН (Красноярск, Институт 

вычислительной математики СО РАН, 2024). 

Работа в целом доложена и обсуждена на объединенном научном семинаре 

по механике сплошных сред кафедры теории упругости и вычислительной 

математики им. академика А.С. Космодамианского ГОУ ВПО «Донецкий 

национальный университет» и отдела аналитической механики горных пород 

ФГБНУ «Институт прикладной математики и механики» под руководством д.ф.-

м.н., проф. С.А. Калоерова (2024 г.), и на профильном научном семинаре в 

ФГБНУ «Республиканский академический научно-исследовательский и проектно-

конструкторский институт горной геологии, геомеханики, геофизики и 

маркшейдерского дела» (2024 г.). 

Публикации. По результатам диссертационного исследования 

опубликованы 22 научные работы, из них 11 работ в рецензируемых научных 

изданиях, рекомендованных ВАК при Минобрнауки России. 

Личный вклад автора. Все основные теоретические и расчетные 

результаты исследований получены лично соискателем. В совместно 

проведенных исследованиях и опубликованных работах [8–10, 29–37, 39, 43, 44, 

85–87] соавторам В.Е. Болнокину, В.И. Сторожеву, С.В. Сторожеву, В.А. 

Шалдырвану принадлежат участие в постановке рассматриваемых задач, 

рекомендации по схемам их анализа, а также направлениям обобщения и 

практического применения полученных результатов; соавторам М.Н. Пачевой и 

М.В. Фоменко принадлежат консультационные рекомендации по разработке 

программных приложений для осуществления численных экспериментов на базе 

предложенных методов, а также участие в обработке и систематизации их 

результатов. Журнальные публикации [38, 40–42] подготовлены соискателем 

самостоятельно. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения, пяти разделов, заключения с основными выводами и результатами, 
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списка литературы из 219 источников, представленных на 26 страницах. Работа 

изложена на 185 страницах, содержит 83 рисунка и 7 таблиц. 
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РАЗДЕЛ 1. ОБЗОР ПУБЛИКАЦИЙ ПО РАССМАТРИВАЕМОЙ 

ПРОБЛЕМАТИКЕ И ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЗАДАЧ 

ИССЛЕДОВАНИЯ 

 

1.1. Аналитический обзор методов и результатов опубликованных 

теоретических исследований  

 

Теоретические исследования по проблемам распространения 

локализованных и нормальных гармонических волн деформаций в упругих телах 

и элементах конструкций в последние десятилетия являются одним из наиболее 

актуальных, масштабных и значимых направлений в спектре научных заданий 

волновой механики деформируемого твердого тела. Их современное состояние, 

методы и результаты реализованных исследований, тенденции развития, 

продиктованные запросами фундаментальной науки и важнейшими 

инновационными инженерными приложениями, в весьма полной мере 

характеризуют обобщающие монографии и обзорные публикации Д.И. 

Бардзокаса, Б.А. Кудрявцева, Н.А. Сеника [3]; С.В. Бирюкова, Ю.В. Гуляева, В.В. 

Крылова, В.П. Плесского [6]; Л.М. Бреховских, О.А Година [7]; А.С. Бугаева, В.Ф. 

Дмитриева, С.В. Кулакова [11]; А.О. Ватульяна [14]; А.О. Ватульяна, А.Н. 

Соловьева [15]; А.О. Ватульяна [16]; А.О. Ватульяна, А.Н. Нестерова [17]; И.А. 

Викторова [21, 22]; М.В. Вильде, Ю.Д. Каплунова, Л.Ю. Коссовича [23]; Л.П. 

Вовка [24]; Р. В. Гольдштейна, А.В. Ильяшенко, С.В. Кузнецова [47]; А.Г. 

Горшкова, А.Л. Медведского, Л.Н. Рабинского, Д.В. Тарлаковского [48]; В.Т. 

Гринченко, В.В. Мелешко [50]; Р.М. Дейвиса [51]; Э. Дьелесана, Д. Руайе [52]; 

В.И. Ерофеева [53]; С.И. Жаворонка [54, 55]; М.Ш. Исраилова [56]; Г. Кольского 

[62]; А.С. Космодамианского, В.И. Сторожева [63]; С.В. Кузнецова [64]; В.Д. 

Купрадзе, Т.В. Бурчуладзе [66]; В.В. Мелешко, А.А. Бондаренко, С.А. Довгого, 

А.Н. Трофимчука, Г.Я. ван Хейст [68]; Ю.П. Назарова [76]; Л.А. Островского, 

А.И. Потапова [78], С.Г. Пшеничнова [80], В.И. Речицкого [82]; P. Труэлл, Ч. 

Эльбаум, Б. Чик [90]; Н.А. Шульги [95], В.А. Шутилова [96]; S.K. Datta, A.H. Sha 
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[126]; B.L.N. Kenneth [152]; J. Miklowitz [182]; M. J. P. Musgrave [184]; M. 

Redwood [192]; J.L. Rose [194]; J. Yang, J. Wang [212]; J.E. White [211].  

В контексте целевых заданий настоящего диссертационного исследования, 

приоритетный интерес представляют численно-аналитические методы и 

полученные с их применением результаты исследований в области 

неклассических задач анализа свойств обобщенных поверхностных волн Лява, 

обобщенных поверхностных волн рэлеевского типа, локализованных волн в 

структурах «упругий слой между упругими полупространствами» и нормальных 

волн в волноводах в виде плоскопараллельного слоя при учете в постановках 

соответствующих задач факторов неоднородности и анизотропии физико-

механических свойств, а также ряда других усложняющих факторов 

рассматриваемых моделей.  

Варианты классической постановки и решения задач о распространении 

поверхностных волн Лява, а также различные направления инженерного 

применения результатов их анализа, представлены, в частности, в публикациях [1, 

21, 22, 50, 52, 79, 96]. В ряде работ рассмотрены вопросы анализа нескольких 

вариантов неклассических моделей распространения обобщенных 

локализованных волн Лява. Так, в публикации [9] представлено исследование 

каналовых волн Лява в многослойном массиве; в работе [98] рассматривается 

распространение волн Лява в предварительно-напряженном ортотропном 

зернистом слое, наложенном на полубесконечную зернистую среду; в работе 

[102] рассмотрены вопросы дисперсии и затухания обобщенных волн Лява в 

магнитовязкоупругом слое; в работе [103] исследовано распространение 

обобщенных волн Лява в гидростатически напряженной магнитоупругой 

трансверсально-изотропной полосе над неоднородной подложкой; в работе [106] 

исследованы характеристики дисперсии и затухания обобщенных волн Лява в 

армированном волокнами композите на вязкоупругой подложке; в работе [133] 

реализован анализ задачи о свойствах волн Лява в насыщенном жидкостью 

пористом слое с жесткой верхней границей, лежащем на упругом 

полупространстве под действием силы тяжести; в работе [136] исследовано 
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распространение волн Лява в неоднородном субстрате на предварительно-

напряженном гетерогенном полупространстве; в публикации [137] представлено 

исследование влияния периодических гофрированных граничных поверхностей 

на плоские SH-волны в армированной волокнами среде над полубесконечным 

микрополярным твердым телом под действием магнитного поля.  

Ряд других исследований, связанных с вопросами распространения 

обобщенных волн Лява, описываемых неклассическими моделями, представлен в 

работах [116, 138, 165, 166, 147, 148, 150, 151, 161, 167, 173, 191, 195, 196, 202, 

208, 215]. 

Решения некоторых вариантов задач о распространении обобщенных волн 

Лява в рамках моделей, в различной мере учитывающих свойства неоднородности 

и анизотропии физико-механических свойств компонентов рассматриваемых 

волноводных структур и сопряженные физические поля, рассматриваются в 

работе [132], где исследовано распространение ультразвуковых волн Лява в 

функционально-градиентных пьезоэлектрических и пьезомагнитных материалах с 

экспоненциальной неоднородностью; в работе [105], содержащей описание 

методики и результатов исследования эффектов дисперсии SH-волн в 

нерегулярном магнитоупругом анизотропном слое над нерегулярным 

гетерогенным полупространством, а также в публикациях [116, 134, 153, 155, 157, 

159, 178, 179]. 

Вопросы исследования обобщенных поверхностных волн рэлеевского типа 

представлены в публикациях [99, 104, 172, 180]. 

Вопросы распространения и дисперсии поверхностных упругих волн в 

многослойных структурах для различных вариантов постановки соответствующих 

задач рассматривались в работах [49, 123, 127, 156, 158, 164, 162, 188, 189]. 

Ряд относящихся к рассматриваемой проблематике неклассических задач 

тории поверхностных упругих волн в однородных и неоднородных телах 

исследован также в работах [4, 5, 93, 108, 115, 142, 163, 167, 208]. 

 Исследования по различным аспектам распространения локализованных 

сдвиговых волн в волноводных структурах в виде деформируемого слоя, 
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вмещенного между упругими полупространствами, в многообразных вариантах 

постановки реализованы в работах [45, 46, 57, 65, 101, 111,117, 125, 145, 146, 149, 

160, 177, 193, 203, 205, 207, 209 , 219]. 

Вопросы применения результатов исследования свойств рассматриваемых в 

диссертации типов локализованных волн в технологиях ультраакустической 

диагностики и сейсморазведки представлены в публикациях [11, 28, 77, 141, 176, 

131]; при проектировании сенсорной техники – в работе [143]. 

Исследования спектров и свойств нормальных волн в волноводах в форме 

слоя при учете факторов неоднородности и анизотропии материала описаны в 

публикациях [122, 139, 169, 171, 187, 198, 199, 214], а задачам анализа спектров и 

свойств нормальных волн деформаций в функционально-градиентных 

цилиндрических телах посвящены работы [13, 19, 20, 70–74, 81, 140, 197, 216]. 

Некоторые относящиеся к проблематике данной работы вопросы волновой 

динамики  анизотропных неоднородных тел рассмотрены в работах [25–27, 75, 

109, 200, 201]. 

 Анализ охарактеризованных выше публикаций позволят определить ряд 

актуальных в теоретическом и прикладном аспектах исследовательских 

направлений в области разработки и применения численно-аналитических 

методов исследования моделей распространения локализованных и нормальных 

упругих волн в анизотропных функционально-градиентных телах. Уточняющая 

характеристика этих направлений дается в следующем подразделе работы. 

 

1.2. Описание физико-механических свойств функционально-градиентных 

деформируемых сред  

 

Как отмечено во вводной части работы и в предыдущем подразделе, 

вопросы проектирования, изготовления и эксплуатации создаваемых на базе 

аддитивных технологий 3D печати конструкционных элементов из 

функционально-градиентных материалов относятся к числу самых современных и 

актуальных фундаментальных и прикладных проблем в области механико-
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математического моделирования. Это обусловлено стремительным расширением 

областей применения и ростом уровня востребованности результатов таких 

исследований – от индустрии новых высокоэффективных экономичных 

конструкционных материалов для машиностроения и строительства, до таких 

прорывных инновационных направлений как аэрокосмическая техника, 

электроника и приборостроение, ультраакустическая волновая диагностика, 

биомедицина. Соответственно, неуклонно растет число научных публикаций в 

области совершенствования и реализации новых методик исследования задач 

механики функционально-градиентных материалов, непрерывная неоднородность 

которых обусловлена химическим составом, микроструктурой или порядком 

расположения атомов и т.д.  

Фундаментальные основы механики функционально-градиентных 

деформируемых сред, включая основные аспекты технологий их формирования, с 

достаточной степенью полноты представлены в работах [110, 112, 113, 114, 124, 

135, 144, 154, 175, 183, 185, 186, 204 , 206, 210]. Весьма информативными в 

контексте рассматриваемого вопроса являются также обзорные работы [54, 55], в 

которых дано обобщение основных сведений о моделировании свойств 

функционально-градиентных сред и подходах к анализу моделей их 

деформирования.  

В указанных работах, помимо прочего, рассматриваются и вопросы 

математического описания функциональных законов неоднородности 

функционально-градиентных материалов и конструкций. На данный момент, в 

доминирующем числе случаев, в исследованиях по статическому и 

динамическому деформированию функционально-градиентных материалов и 

конструкций из этих материалов, применяются модели одноосной градиентности 

с зависимостью физико-механических характеристик материалов – компонент 

тензоров модулей упругости ijklC , коэффициентов линейного теплового 

расширения ij  и параметра плотности   от одной пространственной координаты 

в рассматриваемой среде 
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)()( 3ijklijkl CqC  , ),()( 3 ijij q   )()( 3 q ;                     (1.1) 

                                        ],[)( )(3

 hhCqq M ,],[3 Rhh                               (1.2) 

где в обозначениях работы [54] )( jq   – определяющий характер неоднородности 

параметр структурного (фазового) состава функционально-градиентного 

материала, зависящий от пространственных координат 3RDj   . В качестве 

примеров исследований с использованием модели одноосной градиентности 

можно, в частности, привести работы [119, 120, 121, 129, 128, 181, 213, 217, 174, 

117]. Перспективным направлением, представленным в относительно 

ограниченном числе исследований, является также охарактеризованное в [54] 

применение моделей двухосной градиентности (биградиентности) физико-

механических свойств [107]. 

Согласно результатам механико-математического моделирования, 

приведенным в перечисленных выше работах, функционально-градиентные 

материалы с одноосной градиентностью по критериям соотношения размеров их 

наибольшего гомогенизированного элемента и наименьшего репрезентативного 

элемента, подразделяются также на материалы с быстрыми и медленными 

изменениями свойств. Для исследования проблем деформирования материалов с 

медленными изменениями свойств, интерпретируемых как изотропные локально-

однородные и, вместе с тем, глобально-неоднородные, их физико-механические 

параметры теоретически определяются как эффективные модули с 

использованием методов Фойхта, Ройсса, Мори-Танаки, Хилла, соотношения 

которых обобщенно представлены в работе [54].  

При исследовании проблем деформирования функционально-градиентных 

материалов с быстро изменяющимися свойствами в рамках моделей одноосной и 

двухосной градиентности, в качестве основных, на данный момент, используются 

следующие варианты зависимостей с каноническими формоами [54]:  

– модели одноосной и двухосной степенной градиентности 

nhqqqq )2/1)(()( 13

121

3   , Rn ;                         (1.3) 

32 )()2/1)((),( 1312

121

32 nn
ahqqqq   , Rn 3,2 ;              (1.4) 
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– модели одноосной и двухосной экспоненциальной градиентности 

)];2/)(/ln(exp[)( 313 hqqhqq tbt                                       (1.5) 

)]()(exp[),( 3

33

2

220,0

32  kkqq  ;                                  (1.6) 

– модели одноосной и двухосной тригонометрической градиентности 

 )]sin(2/12/1[)( 133  hnCq , R ;                             (1.7) 

 )]sin()sin(1[),( 3

3

3

1

32

2

2

1

2

32   nlnlq , Rl 3,2
;                   (1.8) 

– модель одноосной сигмоидальной градиентности 

,2/)]2/(2[1)( 313 nhhq    ];2/,0[3 h                                 (1.9) 

,2/)]2/(2[)( 313 nhhq    ];0,2/[3 h  

– трех- и четырехпараметрическая одноосные модели Торнабене 

pchzbhzq ])/2/1(/2/1[)( 3  ;                                    (1.10) 

pchzbhzq ])/2/1()/2/1(1[)( 3   .                               (1.11) 

Вид указанных соотношений указывает на то, что в ряде случаев они 

сформированы применительно к конструкциям с характерным линейным 

размером h , но при этом могут быть записаны и в более общей форме с 

соответствующим образом расшифровываемыми обобщенными параметрами.  

 Помимо описанных основных типов представлений функций структурного 

состава )( jq  , в реализованных исследованиях рассмотрен также ряд их 

гибридных вариантов. Так, к примеру, в работах [14–18, 19, 20, 70–74] для 

описания радиальной неоднородности толстостенных трансверсально-

неоднородных цилиндров используются полиномиальные и экспоненциально-

степенные функции.  

Наряду с представленной соотношениями (1.2)–(1.11) градацией моделей 

деформирования изотропных и анизотропных функционально-градиентных 

материалов и конструкционных элементов из этих материалов, отдельным 

аспектом в структуре этих моделей является число вводимых функций )( jq   

структурного состава (функций неоднородности) для описания различных 

физико-механических характеристик. Число n  таких вводимых зависимостей 

определяет классификационную характеристику « n -факторности» модели с 
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определенным типом функций неоднородности. Тенденцией в развитии 

исследований по механике функционально-градиентных материалов и 

конструкций является переход от доминирующего использования однофакторных 

моделей, в которых все их физико-механические характеристики изменяются по 

одному закону, к многофакторным моделям, корректнее описывающим реальные 

свойства данных материалов. 

Необходимо также отметить, что свойства непрерывной неоднородности 

физико-механических свойств, характерные для искусственных функционально-

градиентных сред, проявляются на значимом количественном уровне и для 

изотропных и анизотропных геоматериалов вулканического либо осадочного 

происхождения [2, 58, 69, 83, 91, 117], что также целесообразно и важно 

учитывать в достаточно обширном числе современных моделей статического и 

волнового динамического деформирования массивов горных пород, механики 

подземных горно-шахтных сооружений, горной сейсмоакустики [84, 92]. В 

частности, это актуально для структурированных геомассивов из анизотропных 

неоднородных геоматериалов в окрестности зон контакта пластов с вмещающими 

массивами. При этом, в первую очередь представляет интерес исследование 

случаев формирования локализованных областей выраженной неоднородности в 

окрестности поверхностей контакта слоя и полупространств. 

При наличии охарактеризованного выше достаточно развитого и 

апробированного аппарата аналитического описания различных вариантов 

законов трансформации свойств физико-механической неоднородности 

функционально-градиентных деформируемых тел, специальный интерес 

представляет моделирование и исследование не охватываемых описаниями (1.2)–

(1.11) характерных эффектов формирования локализованных приповерхностных 

областей выраженной неоднородности свойств материалов в окрестности плоских 

границ полубесконечных тел и сглаживания темпов трансформации этих свойств 

(и соответствующих функциональных законов их изменения) с асимптотическим 

стремлением к параметрам однородных материалов при неограниченном 

удалении от граничных плоскостей вглубь массивов. Уместно отметить, что 
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отдельные приемы, предлагавшиеся для решения проблемы учета локализованной 

неоднородности, в частности, описанная в работе [22] двухфакторная модель 

динамического сдвигового деформирования изотропного полупространства со 

слабой поверхностной неоднородностью, базирующаяся на представлениях 

физико-механических характеристик  

                                            ))/exp()/(1( 000 zz  ,                                 (1.12) 

))/exp()/(1( 000 zz  , 

вместо интерпретации волновода, как полубесконечной области, предполагают 

введение параметра характерной глубины 
0z  выделяемого слоя неоднородности. В 

работе [115] представлен также вариант модели неоднородности функционально-

градиентного полупространства, базирующийся на введении представлений 

функции неоднородности в виде экспоненциальных рядов. 

Таким образом, обобщая результаты содержательного анализа научных 

разработок по рассматриваемой проблематике, представленного в пп. 1.1 и 1.2, 

можно сделать выводы о том, что к актуальным малоисследованным на 

сегодняшний день заданиям относятся задачи описания эффектов наличия 

приповерхностно-локализованных зон выраженной высокоградиентной 

неоднородности материалов с асимптотическим сглаживанием при отходе от 

границ вглубь рассматриваемых тел, а также разработка и апробация 

включающих этапы численной реализации методик решения задач о 

распространении обобщенных поверхностных волн в функционально-

градиентных анизотропных волноводах из материалов данного типа; задачи о 

спектрах и свойствах локализованных волн сдвигового и продольно-сдвигового 

типа в составных волноводных структурах в виде упругого слоя, вмещенного 

между деформируемыми полупространствами при учете свойств локализованной 

приграничной неоднородности материалов полупространств и свойств физико-

механической анизотропии для всех компонентов указанных волноводов; задачи 

о распространении нормальных сдвиговых и продольно-сдвиговых упругих волн 

в волноводах в виде функционально-градиентного анизотропного упругого слоя с 
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учетом многофакторной экспоненциальной неоднородности – заданием 

различных экспоненциальных функциональных законов изменения для 

различных характеристик физико-механических свойств анизотропных 

материалов.  

 

1.3. Общая формулировка ведущих методологических положений 

исследования 

 

Базовыми позициями для реализуемого в работе теоретического 

исследования являются: 

– использование линейных моделей стационарного динамического 

деформирования трансверсально-изотропных и прямолинейно-ортотропных 

упругих сред различной физической природы [59, 67, 94]; 

– использование экспоненциальной модели непрерывной однофакторной 

либо многофакторной поперечной неоднородности анизотропных 

нанокомпозитных функционально-градиентных материалов или анизотропных 

горных пород при описании волновых процессов в упругом слое, как волноводе 

для нормальных волн SH или P-SV типов, либо как компоненте составного 

волновода для локализованных волн, расположенной между упругими 

полупространствами; 

– использование предлагаемой в работе модели описания локализованной 

приповерхностной однофакторной непрерывной физико-механической 

неоднородности в волноводных структурах, содержащих компоненты в виде 

упругих функционально-градиентных полупространств из анизотропных 

нанокомпозитных функционально-градиентных материалов или неоднородных 

анизотропных горных пород, на базе применения двойных экспоненциальных 

функций; 

– применение концепции решения задач анализа спектральных, 

кинематических, силовых и энергетических характеристик локализованных и 

нормальных упругих волн на основе точного аналитического интегрирования 
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обыкновенных дифференциальных уравнений либо систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений относительно амплитудных составляющих 

комплексных функций волновых перемещений в рассматриваемых анизотропных 

функционально-градиентных телах и получения дисперсионных уравнений для 

исследуемых волн как следствия из однородных краевых условий на граничных 

поверхностях рассматриваемых волноводов; 

– использование в качестве энергетических характеристик анализируемых 

волновых движений в исследуемых бегущих локализованных и нормальных 

волнах функциональных зависимостей компонентов вектора плотности среднего 

за период потока мощности;  

– учет в алгоритмах численного исследования получаемых дисперсионных 

соотношений повышающих эффективность расчетного анализа методических 

приемов, представляемых в публикациях [100, 130, 171, 218]; 

– использование в качестве среды компьютерного программирования при 

разработке реализующих созданные в диссертации теоретические численно-

аналитические методики алгоритмического языка C++. 

 

1.4. Выводы по разделу 1 

 

Результатами представленных в разделе исследований являются: 

 1. Детализированный обзорный анализ работ, определяющих степень 

разработанности темы диссертации. 

2. Сделанное на основе аналитического обзора публикаций по 

рассматриваемой проблематике заключение относительно содержания перечня 

определяющих цели работы актуальных в теоретическом и прикладном 

отношении исследовательских заданий в области изучения спектров и свойств 

локализованных и нормальных упругих волн в анизотропных функционально-

градиентных телах с разнофакторной неоднородностью экспоненциального типа. 

3. Характеристика ведущих методологических положений, лежащих в 

основе реализуемых в работе численно-аналитических исследований. 
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РАЗДЕЛ 2. РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМ АНАЛИТИЧЕСКОГО 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ СТАЦИОНАРНОЙ 

ВОЛНОВОЙ ДИНАМИКИ ДЛЯ ИССЛЕДУЕМЫХ МОДЕЛЕЙ 

 

 Данный раздел работы, в соответствии с ее целями и заданиями, посвящен 

разработке аналитико-числовых методик интегрирования амплитудных волновых 

уравнений для ряда моделей распространения одно-, двух- и трехпарциальных 

гармонических волн деформаций в функционально-градиентных телах в форме 

упругого полупространства и упругого слоя с однофакторной, несколькими 

вариантами двухфакторной и трехфакторной экспоненциальной неоднородностью 

физико-механических характеристик и однофакторной локализованной 

приграничной неоднородностью функционально-градиентной среды, 

описываемой двойными экспоненциальными функциями. 

 

2.1. Описание локализованной приграничной неоднородности 

полубесконечных функционально-градиентных тел с использованием 

двойных экспоненциальных функций.  

 

В контакте общих заданий исследования, в данной диссертационной работе 

предложена новая однофакторная модель описания эффектов локализованной 

приповерхностной неоднородности в занимающих область 03 x  

полубесконечных функционально-градиентных телах с использованием двойных 

экспоненциальных функций вида  

                                                     ))exp(exp(),,( 33 xx   .                                   (2.1) 

Безразмерный параметр   в (2.1) описывает максимальный порядок возмущения 

(отклонения) соответствующей характеристики у граничной поверхности 03 x  от 

значения, асимптотически достигаемого в глубине полупространства при 3x , 

а параметр ][ 1м  описывает форму закона изменения этой характеристики от 

приграничной зоны вглубь полупространства. Положительные значения   
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характеризуют эффект приграничного «упрочнения» и увеличения плотности 

материала полупространства, отрицательные – отвечают ситуации 

«приповерхностного разупрочнения» материала и уменьшения его плотности. 

Варьирование параметров ,  позволяет в определенной мере описывать 

экспериментально обнаруживаемые закономерности изменения свойств 

материала массива при отходе от его границы на основе предлагаемой 

теоретической модели. Характер изменения зависимостей вида (1.13) для ряда 

значений параметров ,  проиллюстрирован на рисунках 2.1–2.8. и дает 

представление о возможных вариантах описания этим способом свойств 

локализованной толщиной неоднородности непрерывно-неоднородных 

полубесконечных функционально-градиентных тел. 

Рисунки 2.1–2.4 соответственно описывают профили ),,( 3x  при 

положительных   и значениях параметра 5.0 , 0.1 , 0.2 , 0.3 ; 

сплошные линии на этих графиках отвечают значениям 0.3 , штрихпунктирные 

– значениям 0.2 , крупный штрих – значениям 0.1 , мелкий штрих – 

значениям 5.0 . Рисунки 2.5–2.8, в свою очередь, описывают профили ),,( 3x  

при отрицательных   и значениях параметра 5.0 , 0.1 , 0.2 , 0.3 ; 

сплошные линии на этих графиках отвечают значениям 0.1 , крупный штрих – 

значениям 0.2 , мелкий штрих – значениям 0.3 . 

Варьирование двух параметров неоднородности в представлении (2.1) 

является механизмом достижения достаточной меры адекватности данной модели 

локализованной неоднородности реальным свойствам функционально-

градиентных нанокомпозитных и горных материалов в приграничных краевых 

зонах. 

Эффективность предложенной модели описания приповерхностной 

однофакторной неоднородности с использованием двойных экспоненциальных 

функций обусловлена не только возможностями более точного учета реальных 

особенностей в эффектах упрочнения либо разупрочнения полубесконечных 

деформируемых тел в окрестности их плоских границ, но и, в первую очередь, 
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реализованной в данной диссертационной работы разработкой методики 

аналитического интегрирования амплитудных волновых уравнений краевых задач 

распространения волн в полубесконечных функционально-градиентных телах с 

неоднородностью данного типа в скалярных и векторных экспоненциальных 

рядах. 

 

 

Рисунок 2.1 –  Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 5.0  от параметра   принимающего значения }5.0;1;2;3{   

 

 

Рисунок 2.2 – Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 1  от параметра   принимающего значения }5.0;1;2;3{  
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Рисунок 2.3 – Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 2  от параметра   принимающего значения }5.0;1;2;3{  

   

 

Рисунок 2.4 –  Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 3  от параметра   принимающего значения }5.0;1;2;3{  
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Рисунок 2.5 – Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 5.0  от параметра   принимающего значения }3;2;1{   

 

 

Рисунок 2.6 – Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 1  от параметра   принимающего значения }3;2;1{   
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Рисунок 2.7 –  Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 2  от параметра   принимающего значения }3;2;1{   

 

 

Рисунок 2.8 – Зависимость вида двойной экспоненциальной функции с 

параметром 3  от параметра   принимающего значения }3;2;1{   
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2.2. Интегрирование уравнения модели распространения сдвиговых упругих 

волн в полубесконечном трансверсально-изотропном функционально-

градиентном массиве с приграничной локализованной зоной 

неоднородности. 

 

Рассматривается упругий трансверсально-изотропный функционально-

градиентный полубесконечный геомассив, занимающий в пространстве 

безразмерных отнесенных к нормирующему параметру *h  координат 321 xxOx  

область  

}0,),{( 3

2

21  xRxxV , 

с ориентированными вдоль 3Ox  осью изотропии и направлением однофакторной 

неоднородности. Для описания эффектов существования локализованных у его 

граничной поверхности 03 x  зон непрерывной неоднородности физико-

механических свойств со снижающейся при отходе от границы вглубь 

полупространства количественной мерой изменяемости и с асимптотическим 

выходом на стабилизированные постоянные значения параметров физико-

механических свойств в глубине массива при неограниченном увеличении 
3x , 

предлагается использование предложенного в подразделе 2.1 двойного 

экспоненциального функционального закона изменения плотности и упругих 

постоянных массива с введением представлений вида 

),,,( 30 xсc ijij  ),,( 30 x  ),44,33,13,12,11( ij            (2.2) 

)),exp(exp(),,( 33 xx    

в которых 0ijс  – отнесенные к нормирующему параметру *c  безразмерные 

параметры упругих свойств; ,  – охарактеризованные в подразделе 2.1 

действительнозначные параметры неоднородности, 0  при 03 x . 

Без ограничения общности, при исследовании задачи о распространении 

горизонтально поляризованных сдвиговых упругих волн вдоль произвольно 

ориентированного направления в плоскости изотропии полупространства, в 
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качестве которого выбирается координатное направление 1Ox , представления для 

отличных от нуля комплексных функций волновых упругих перемещений 

),,( 312 txxu  и напряжений 12 , 23  вводятся в виде  

))(exp()( 132 kxtixfu   , 216612 uc  , 234423 uc  , jj x / ,        (2.3) 

где   – циклическая частота исследуемой волны; k  – отнесенное к *h  

безразмерное нормированное волновое число. 

Подстановка выражений (2.3) в соответствующее динамическое уравнение 

для упругой среды 

                                  02233121  u ,                                     (2.4) 

с учетом соотношения 

                              233 


feec
xe

x

)(3
3

440  

fec
x

e 
 3

440


,                      (2.5) 

после преобразований приводит к обыкновенному дифференциальному 

уравнению с переменными коэффициентами относительно функции )( 3xf  

                        0)( 2

04404403660

2 3 


ffcfecxfck
x   ,                    (2.6) 

которое преобразуется к унифицированному виду  

                                                  feff
x 

 3 ,                                               (2.7) 

где  

                               ,/)( 440

2

660

2 ckс  ,/ *

2

*

2

0

2 ch  ,                 (2.8) 

  – безразмерный частотный параметр. 

Для интегрирования уравнения вида (2.7) используется алгоритм 

последовательных приближений [9], представляемый соотношениями  

                                          ..,...3210  pffffff                               (2.9) 

,000  ff    ,122
3 feff

x 
   …,  1

3



  p

x

pp feff
 , … 

На начальном этапе реализации этого алгоритма записывается выражение  

33

0

xx
ececf

 

  , 2/1 i , 

с произвольными коэффициентами  cc ,  и далее, соответственно, определяются 

два базисных частных решения (2.7), отвечающие выбору 3

0

x
ef


  или 3

0

x
ef


 .  
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Для первого варианта выбора 0f  в результате применения алгоритма (2.9) 

могут быть получены представления 

3)(

11

x
eAf

 
 , 3)2(

22

x
eAf

 
 ,…, 3)( xp

pp eAf
 

 , …,                 (2.10) 

в которых    

,))(( 12

1

 A ,...,))2)((( 12

12

 AA                 (2.11)    

.)))(()1(( 12

1



   ppAA pp  

Таким образом, для ряда, представляющего первое базисное частное решение 

(2.7), записывается явное аналитическое представление   

 










 
1

)(

1

12

3 .])))(()1(([)( 33

n

xn
n

p

nx
eppexf

 
       (2.12) 

Второе базисное решение имеет представление вида (2.12) с заменой параметра  

  на  : 

 










 
1

)(

1

12

3 ,])))(()1(([)( 33

n

xn
n

p

nx
eppexf

 

         (2.13)

 

).0,0(    

В рассматриваемой области V  отвечающее физическим условиям затухания 

интенсивности волновых движений при 3x решение (2.7) имеет вид (2.13). 

Записывая для (2.13) мажорирующий ряд  

 


 







1 1

12

1

]))(())1(([
n

n

p

n

n

n pp   

в области ],0[3 x  и используя признак Даламбера, можно найти 

0))))1(/(()(()/( 2

1 limlim 





 nn
n

nn
n

, 

что обосновывает равномерную абсолютную сходимость данного ряда.  

Рассчитанный в качестве примера график зависимости ])10,0[()( 33  xxf
 

при 1.0,1.0     изображен на рисунке 2.9. 
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         3x  

Рис. 2.9. Профиль функции )( 3xf  

 

2.3. Интегрирование системы уравнения распространения упругих волн P-SV 

типа в полубесконечном трансверсально-изотропном функционально-

градиентном массиве с приграничной локализованной зоной неоднородности 

 

При исследовании проблемы распространения в полупространстве V  

локализованных волн P-SV типа компоненты комплексного вектора волновых 

упругих перемещений задаются представлениями 

))(exp()(),( 1310311 kxtixuxxu   , 0),( 312 xxu ,                    (2.14)  

))(exp()(),( 1330313 kxtixuxxu   . 

Определяющие соотношения для трансверсально-изотропного материала 

рассматриваемого полупространства 

33132212111111 uсuсuс  , 

33132211111222 ucucuc  ,  

33332213111333 ucucuc  ,                                     (2.15) 

)( 23324423 uuс  , 



40 
 

))(2/)(( 1331121113 uucс  , 

)( 12216612 uuс  , 

с учетом представлений (2.14) преобразуются к виду 

),()(),()( 3133313311131111 xxuxcxxuxc  , 

),()(),()( 3133323311131222 xxuxcxxuxc  ,                         (2.16) 

),()(),()( 3133333311131333 xxuxcxxuxc  , 

)),(),()(( 3113313134413 xxuxxuxc  . 

После их подстановки в систему уравнений движения сплошной среды  

2

1

2

133122111
t

u




  ,

 

2

2

2

233222211
t

u




  ,

                                 (2.17) 

2

3

2

333322311
t

u




  ,

 

с учетом представлений  

),,,()( 3

)0(

3 xсxc ijij  ),,,( 3

)0( x  ),44,33,13,12,11( ij  

)),exp(exp(),,( 33 xx    

записывается следующая система обыкновенных дифференциальных уравнений с 

переменными коэффициентами 

                                           


31

)0(

44331

)0(

131

2

1

)0(

11
3 uceucuс

x                                       (2.18) 

012

2
)0(

1

2

3

)0(

44313

)0(

4413

)0(

44
3 







u

t
ucucuce

x   , 




11

)0(

13131

)0(

443

2

1

)0(

44
3 uceucuc

x  

032

2
)0(

3

2

3

)0(

33113

)0(

1333

)0(

33
3 







u

t
ucucuce

x   , 

или  

                                       


10

2)0(

11

2)0(

10

)0(

4410

)0(

44 )(3 ukcuceuс
x                                 (2.19) 

30

)0(

44

)0(

13 ))(( uikcc  0)( 30

)0(

44
3 


uikce

x , 




10

)0(

1310

)0(

13

)0(

44 )())(( 3 uikceuikcc
x  

 0)( 30

2)0(

44

2)0(

30

)0(

3330

)0(

33
3 


ukcuceuc

x   . 
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Далее система (2.19) преобразуется к следующей матричной форме 

0)()( 3332
2

31  xFAAA ,                                          (2.20) 

где )( 3xF  – вектор-функция решения 











)(

)(
)(

330

310

3
xu

xu
xF ,                                                      (2.21) 

321 ,, AAA  – матрицы функциональных коэффициентов при FFF ,, 3

2

3   

соответственно 
















)0(

33

)0(

44
1

0

0

c

c
A , 























)0(

33

)0(

44

)0(

13

)0(

44

)0(

13

)0(

44
2

3

3

))((

))((

ceikcc

ikccce
A

x

x








,                 (2.22) 
























2)0(

44

2)0(

13

)0(

44

2)0(

11

2

3
)(

)(

3

3

kcikce

ikcekc
A

x

x








.    

С введением следующих разложений матриц 

3
)1(

1

)0(

11

x
eAAA

 
 , 

3
)1(

2

)0(

22

x
eAAA

 
 ,                                         (2.23) 

3
)1(

3

)0(

33

x
eAAA

 
 , 

система (2.19) преобразуется к виду 

)()()()( 3

)1(

33

)1(

23

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1
3 xFAAexFAAA

x


 ,              (2.24) 

где  
















)0(

33

)0(

44)0(

1
0

0

c

c
A , 



















0))((

))((0
)0(

44

)0(

13

)0(

44

)0(

13)0(

2
ikсс

ikсс
A , 















)0(

33

)0(

44)1(

2
0

0

c

c
A , 




















2)0(

44

2

2)0(

11

2
)0(

3
0

0

kc

kc
A , 















0)(

)(0
)0(

13

)0(

44)1(

3
ikc

ikc
A .              (2.25) 

Для интегрирования системы (2.24) применяется итерационный алгоритм, 

представляемый соотношениями 

......210  pFFFFF ,
                                   (2.26)

 

0)( 0

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1  FAAA , 0

)1(

33

)1(

21

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1 )()( 3 FAAeFAAA
x


 , …, 

1

)1(

33

)1(

2

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1 )()( 3




 p

x

p FAAeFAAA
 …. 
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Представление 0F  определяется в результате интегрирования однородной 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами  

0)()( 3

)0(

33

)0(

2
2

3

)0(

1  xFAAA ,                                  (2.27) 

или  

0))(()( 30

)0(

44

)0(

1310

2)0(

11

2

10

)0(

44  uikccukcuс ,                       (2.28) 

0)())(( 30

2)0(

44

2

30

)0(

3310

)0(

13

)0(

44  ukcucuikcc . 

После преобразования (2.28) к виду  

                                             0301011011  ucubua ,                                       (2.29) 

0302302102  ucubua ,    

с применением для интегрирования метода Эйлера на базе подстановки 

33

303101 ,
xx

eQueQu


  в качестве следствия записывается система алгебраических 

уравнений относительно  неизвестных 
31,QQ : 

0)( 3111

2

1  QcQba  , 

0)( 32

2

212  QcbQa  ,                                     (2.30) 

и формулируется характеристическое полиномиальное биквадратное уравнению 

для определения p  

0
2

2

22

11

2

1 




cba

cba




,                                   (2.31) 

                                0)( 21

2

212121

4

21  cbacbbcaba  ,                             (2.32) 

или  

024  CBA  .                                          (2.33) 

Отсюда  

                  2/1

2,1 )
2

(
DB 

 , ACBD
DB

4,)
2

( 22/1

4,3 


 ;                   (2.34) 

34333231 )4(

1

)3(

1

)2(

1

)1(

1301 )(
xxxx

eQeQeQeQxu


 , 

                                  34333231 )4(

3

)3(

3

)2(

3

)1(

3303 )(
xxxx

eQeQeQeQxu


 .                            (2.35) 

В выражениях (2.35)  
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                                     )()(

1

jj QQ  , )()(

3

)(

3

jjj QQ  ,                                     (2.36) 

                                                   1

1

2

11

)(

3 )(  baс jj

j  ;                                         (2.37) 

)( jQ  – произвольные коэффициенты. 

В итоге, решение системы (2.28) записывается в виде  

34333231 )4()3()2()1(

301 )(
xxxx

eQeQeQeQxu


 ,
 

34333231 )4(

3

)4()3(

3

)3()2(

3

)2()1(

3

)1(

303 )(
xxxx

eQeQeQeQxu


 ;
               

(2.38) 

или  

                                      )1(

30 )( QxF  01F )2(Q 02F )3(Q 03F )4(Q 04F ,                     (2.39) 

                                                Tj

j

x

jj fefF j ),1(, )(

3000
3 


.                                    (2.40) 

Соответственно представлению (2.39), согласно (2.26), на основе 

итерационного алгоритма, строятся 4 базисных частных решения системы (2.19), 

последовательно отвечающие выбору )()( 3030 xFxF j . 

В результате применения алгоритма (2.26) при выборе )()( 3030 xFxF j  можно 

получить следующие выражения  

333 )(

3

)(

131030 )(...,)(,)(
xn

njnj

x

jj

x

jj
jjj efxFefxFefxF

 
 ,…,        (2.41) 

где n – номер итерации. 

При этом, для вычисления векторных коэффициентов 
nj

f  получены соотношения  

jnjnjnnj
fMMf

,1,2

1

,1 


  ,

                                    (2.42) 

или
 

01,21

1

,11,12

1

,11,2

1

,1 ...)( fMMMMMMf jjjnjnjnjn

n

nj










  , 

где 

0

3

0

2

0

1

2

,1 )()( AAnAnM jjjn   ,
                        (2.43)

 

1

3

1

2,2 ))1(( AAnM jjn   .
 

С введением обозначений для произведений матриц 

jnjnnj
MMQ ,2

1

,1


 ,

                                     (2.44)
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аналитические представления для базисных частных решений системы уравнений 

(2.19) 
jF  можно записать в следующем виде  

......)(

...

......)(

...

3

333

3

333

)(

011,1

)2(

012

2)(

010

)(

01,21

1

,11,12

1

,11,2

1

,1

)2(

0,21

1

,11,22

1

,12
2)(

0,21

1

,110



























xn

jjnnj

n

x

jjj

x

jj

x

j

xn

jjjnjnjnjn
n

x

jjjjj

x

jjj

x

j

j

jjj

j

jjj

efQQQ

efQQefQef

efMMMMMM

efMMMMefMMefF

















(2.45)
 

 

По данной формуле получаем каждое из 4 базисных решений. 

 

2.4. Интегрирование системы уравнений распространения произвольно 

ориентированных трехпарциальных поверхностных волн в функционально-

градиентном ортотропном полупространстве с приграничной 

локализованной зоной неоднородности 

 

Для полупространства V  из материала рассматриваемого типа система 

уравнений пространственного динамического деформирования относительно 

функций волновых упругих перемещений ),,,( 321 txxxu j
 принимает вид 

                            











 102

2

3355

2

3355

2

2366

2

1311 )()()()( u
t

xcxcxcxc                    (2.46) 

 202136621312 ))()(( uxcxc  

0)()()(( 3013553135531313  uxcxcxc , 

 102136621312 ))()(( uxcxc  













 202

2

3344

2

3344

2

2312

2

1366 )()()()( u
t

xcxcxcxc   

0))()()(( 3013443234432323  uxcxcxc , 

 1013133131331355 ))()()(( uxcxcxc  

 2023233232332344 ))()()(( uxcxcxc  

0)()()()( 302

2

3333

2

3333

2

2344

2

1355 











 u

t
xcxcxcxc  .
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Для комплексных функций колебательных перемещений в стационарных 

трехпарциальных локализованных упругих волнах, распространяющихся вдоль 

произвольного характеризуемого компонентами 21, nn  вектора волновой нормали 

направления в плоскости 21xOx , вводятся представления  

))((exp()(),,,( 221130321 xnxnktixutxxxu jj   .                  (2.47) 

В результате подстановки представлений (2.47) в уравнения (2.46), 

относительно амплитудных составляющих )( 3xu jo
 комплексных функций 

волновых перемещений может быть получена система обыкновенных 

дифференциальных уравнений шестого порядка, имеющая в матрично-векторной 

форме вид 

0)( 332

2

31  FAAA                                    (2.48) 

где F  – вектор решения 

TuuuF ),,( 302010 ,                                     (2.49) 

321 ,, AAA  – матрицы коэффициентов при FFF ,, 3

2

3   соответственно 



















33

44

55

1

00

00

00

c

c

c

A , 
























334423255131

4423244

5513155

2

)()(

)(0

)(0

ccciknccikn

cciknc

cciknc

A , 

   (2.50)

 

























)(

)()(

)()(

2

2

2

44

2

1

2

55

2

232131

442

2

2

2

12

2

1

2

66

2

21

2

6612

55121

2

6612

2

2

2

66

2

1

2

11

2

3

nkcnkccikncikn

ciknnkcnkcnnkcc

ciknnnkccnkcnkc

A . 

Исходя из представлений  

),,,()( 3

)0(

3 xсxc ijij  ),,( 3

)0( x   

),66,55,44,12,13,23,33,22,11( ij   

 )),exp(exp(),,( 33 xx    

с учетом  

3
3)0(

3)(
x

ex

ijij eecxc



 ,                                          (2.51) 

и на основе разложения матриц 

3
)1(

1

)0(

11

x
eAAA

 
 , 
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3

)1(

2

)0(

22

x
eAAA

 
 ,                                              (2.52) 

3
)1(

3

)0(

33

x
eAAA

 
 , 

система (2.46) может быть записана в виде 

FAAeFAAA
x

)()(
)1(

33

)1(

2

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1
3 

 ,                         (2.53) 

где ,,, )0(

3

)0(

2

)0(

1 AAA )1(

3

)1(

2 , AA – матрицы вида 

  

















)0(

33

)0(

44

)0(

55

)0(

1

00

00

00

c

c

c

A , 
























0)()(

)(00

)(00

)0(

44

)0(

232

)0(

55

)0(

131

)0(

44

)0(

232

)0(

55

)0(

131

)0(

2

cciknccikn

ccikn

ccikn

A , 

       (2.54) 

























)(00

0)()(

0)()(

21

2)0(

66

2

1

2)0(

11

2

21

2)0(

66

2

1

2)0(

11

2

21

2)0(

66

)0(

12

21

2)0(

66

)0(

1221

2)0(

66

2

1

2)0(

11

2

)0(

3

nnkcnkc

nnkcnkcnnkcc

nnkccnnkcnkc

A ;

 


















)0(

33

)0(

44

)0(

55

)1(

2

00

00

00

c

c

c

A , 


















0

00

00

)0(

232

)0(

131

)0(

442

)0(

551

)1(

3

cikncikn

cikn

cikn

A .

                     (2.55)

 

Для интегрирования системы (2.53) применяется итерационный алгоритм, 

определяемый соотношениями  

......210  pFFFFF ,
                                       (2.56)

 

0)( 0

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1  FAAA , 0

)1(

33

)1(

21

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1 )()( 3 FAAeFAAA
x


 , … , 

 
1

)1(

33

)1(

2

)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1 )()( 3




 p

x

p FAAeFAAA
 , … 

На исходном этапе его реализации записывается представление для 

решения однородного уравнения относительно 0F , имеющее вид  

,0660550440330220110 FcFcFcFcFcFcF                      (2.57) 

где 
jc  произвольные коэффициенты;  

                                                .

1

,

0

0000
3



















j

jj

x

jj

b

afefF j
                                          (2.58) 

Представления (2.57), (2.58) являются результатом применения метода Эйлера к 

системе линейных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами относительно 0F   
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0)(
)0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1  FAAA ,                                       (2.59) 

имеющей в развернутую форму  

                                         0121

2)0(

66

2

1

2)0(

11

2

01

)0(

55 ))(( unnkcnkcuc                             (2.60) 

 2021

2)0(

66

)0(

12 )( unnkcc  

0)( 30

)0(

55

)0(

131  uccikn , 

 1021

2)0(

66

)0(

12 )( unnkcc  

 0221

2)0(

66

2

1

2)0(

11

2

02

)0(

44 ))(( unnkcnkcuc  

0)( 30

)0(

44

)0(

232  uccikn , 

 10

)0(

55

)0(

131 )( uccikn  

 20

)0(

44

)0(

232 )( uccikn  

0))(( 0321

2)0(

66

2

1

2)0(

11

2

03

)0(

33  unnkcnkcuc . 

В процессе интегрирования система (2.60) преобразуется к виду 

                                             0201011301011  uducubua ,                                     (2.61) 

0022012302022  uducubua , 

0303023103033  uducubua , 

и на базе подстановки 333

303202101 ,,
xxx

eQueQueQu


  трансформируется в 

однородную систему алгебраических уравнений относительно неизвестных 

постоянных 
321 ,, QQQ : 

                                             0)( 312111

2

1  QbQdQca  ,                                     (2.62) 

0)(( 3222

2

212  QbQdaQc  , 

0)( 33

2

32313  QdaQcQb  . 

Из (2.62) следует полиномиальное характеристическое уравнение для 

определения значений j  и соотношения связи 
321 ,, QQQ  при каждом j : 

                                       







)(

)(

)(

3

2

333

22

2

22

111

2

1

dacb

bcac

bdca







                              (2.63) 

0)

()(

312321

2

312321231321

321321321321

4

321312321132231

6

321





ddcdccccbacdcbbccb

bbddacdcaacccbabbadaacaacaaaaa




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или  

                                               0246  DCBA  ,                                           (2.64) 

откуда по формулам Кардано  

                                     
A

AY

AY

ACB

A

B

32

3

3

))3(2(

3 3

23
2

1 


 ,                                 (2.65) 

A

Yi

AY

ACBi

A

B

62

)31(

34

))3(31(

3 33

2
2

2





 , 

A

Yi

AY

ACBi

A

B

62

)31(

34

))3(31(

3 33

2
2

2





 , 

3

1

2

1

2233223 )))2792()3(4(2792( DAABCBACBDAABCB  . 

Отвечающие данному множеству значений j  решения системы 

дифференциальных уравнений (2.61) записываются в виде 

                    363534333231 )6(

1

)5(

1

)4(

1

)3(

1

)2(

1

)1(

101

xxxxxx
eQeQeQeQeQeQu


 ,             (2.66) 

363534333231 )6(

2

)5(

2

)4(

2

)3(

2

)2(

2

)1(

202

xxxxxx
eQeQeQeQeQeQu


 , 

363534333231 )6(

3

)5(

3

)4(

3

)3(

3

)2(

3

)1(

303

xxxxxx
eQeQeQeQeQeQu


 , 

а соотношения связи коэффициентов определяются из систем линейных 

алгебраических уравнений 

                                         0)( )(

31

)(

21

)(

11

2

1  jjj QbQdQca  ,                                   (2.67) 

   0)(( )(

32

)(

22

2

2

)(

12  jjj QbQdaQc  , 

0)(( )(

33

2

3

)(

23

)(

13  jjj QdaQcQb   

в форме 

)()(

3

)(

3

)()(

2

)(

2

)()(

1 ,, jjjjjjjj QQQQQQ  ,
                            

(2.68) 

,))(( 1

32

2

3232

)(

2

  dcacbb j

j  

,)( 1

3232

2

32

)(

3

  jj

j bdccba   

2

322

2

23

2

3 ))(( jjj cbdada   . 

Таким образом, для однородной системы дифференциальных уравнений (2.60) 

определяются шесть базисных частных решений )( 30 xF j
, при использовании 

которых в качестве начальных приближений для итерационного алгоритма (2.56) 
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соответственно реализуется построение шести базисных частных решений )(xF j
 

системы (2.53).  

При выборе )()( 3030 xFxF j , 3

00

x

jj
jefF


 , на основе алгоритма (2.56) можно 

получить 
33 )()(

11 ...,
xn

njnj

x

jj
jj efFefF

 
 ,…,                        (2.69)

 

где n – номер итерации, а векторные коэффициенты
nj

f  имеют вид 

jnnjnjnj
fMMf

12

1

1 


  ,                                     (2.70) 

где  

0

3

0

2

0

1

2

1 )()( AAnAnM jjnj   ,
                           (2.71)

 

))((
1

3

1

22 AAM jnj   ,
 

и, следовательно, 

           0121

1

1112

1

112

1

1
...)( fMMMMMMf jjjnjnnjnj

n

nj










   .                      (2.72)

 

В итоге, с введением обозначения 

njnjnj
MMQ 2

1

1


 ,                                           (2.73)

 

аналитическое представление для соответствующего базисного частного решения 

системы (2.59) записывается в следующем виде 

                                   
 33 )(

0,21

1

,1103 )(
x

jjj

x

jj
jj efMMefxF


                                (2.74) 




...3)2(

0,21

1

,11,22

1

,12

2 x

jjjjj
jefMMMM


  











......)( 3)(

0,21

1

,11,12

1

,11,2

1

,1

xn

jjjjnjnjnjn

n jefMMMMMM


  




...333 )2(

012

2)(

010

x

jjj

x

jj

x

j
jjj efQQefQef


  

......)( 3)(

011






xn

jjjnnj

n jefQQQ


 . 
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2.5. Интегрирование уравнений некоторых вариантов двухфакторных 

моделей распространения сдвиговых упругих волн в трансверсально-

изотропной функционально-градиентной среде 

 

В данном подразделе рассматриваются решения некоторых вариантов задач 

интегрирования амплитудных дифференциальных уравнений, записываемых при 

исследовании процессов распространения нормальных упругих волн SH-типа с 

циклической частотой   и нормированным волновым числом k  в слое 

}0,),{( 3221 hxRxxV   трансверсально-изотропного функционально-

градиентного материала с направлением неоднородности и осью изотропии, 

коллинеарными 
3Ox , в случаях разнотипных законов двухфакторной 

экспоненциальной неоднородности для параметра его плотности и модулей 

упругости. 

Без ограничения общности полагается, что исследуемая волна 

распространяется в плоскости слоя вдоль координатного направления 
1Ox , а 

представления для модулей упругости )( 3xcij
 и плотности )( 3x  материала слоя в 

первом из рассматриваемых случаев двухфакторной неоднородности 

соответственно имеют вид 

)exp()( 303 xcxc cijij  , )exp()( 303 xx   ,                          (2.75) 

где 
0ijc  – нормированные безразмерные характеристики упругих свойств; c ,   – 

действительнозначные параметры. Уравнение стационарного динамического 

деформирования волновода в случае распространяющихся сдвиговых 

горизонтально поляризованных волн с комплексной функцией напряженности 

                                               ))(exp()(),,( 1320312 kxtixutxxu   ,                             (2.76) 

для рассматриваемого случая трансформируются в уравнение для определения 

комплексной амплитудной функции )( 320 xu , имеющее вид 

,0)())()()(( 320

2

320

2

6603203440320

2

3440
33  xuexukcxucxuce

x

c

xc        (2.77) 

33 / x , 

и после введения следующих обозначений  
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                           )()( 3320 xfxu  , ,c   ,/ 440

2

660 ckс  ,/ 440

2 c                 (2.78) 

*

2

*

2

0

2 /ch ,   c , 

записываемое в форме  

                                       fefff
x3 

 .                                      (2.79) 

Для интегрирования уравнения (2.79) применяется аналогичная (2.9) схема 

итерационного алгоритма, в рамках которого  

                                           ..,...3210  pffffff                                 (2.80) 

                               ,0000  fff   ,0111
3 fefff

x 
  …,                        (2.81) 

),1(1
3  


pfefff p

x

ppp

 . 

Соответственно, при выборе )( 30 xf в форме  

3231

2130 )(
xx

eCeCxf


 , )2,1()))2/(()1()2/( 2/12  jj

j  ,    (2.82) 

с произвольными коэффициентами jc , далее в аналитической форме строятся два 

базисных частных решения )( 3

)( xf j  уравнения (2.79), отвечающие 

представлениям 3

00

x

jj
jeAf


 , 3)( xp

pjpj
jeAf

 
 , где, согласно алгоритму (2.80),  

              jpjjpj AppA ,1

12 ))()(( 

  , 10 jA , 

или  

                                           
33 )(

1

3

)( )(
xp

p

pj

xj jj eAexf
 





  ,                          (2.83) 

                               
12

1

))()(( 



   qqA jj

p

q

p

pj .                  (2.84) 

Соответствующие выражения для амплитудных функций динамических 

напряжений в исследуемых волновых полях могут быть записаны в виде 

              )()exp()( 3203660312 xuxikcx c )exp( 3660 xikc c ))()(( 3

)2(

23

)1(

1 xfCxfC  ,       (2.85) 

             )()exp()( 3203440323 xuxcx с )exp( 3440 xc с )))(())((( 3

)2(

23

)1(

1
 xfCxfC ,      (2.86) 

                                  ))(( 3

)( xf j 33 )(

1

)(
xp

p

pjj

x

j
jj eApe









  .                   (2.87) 
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 Вторым рассматриваемым случаем является исследование модели 

распространения сдвиговых нормальных волн в трансверсально-изотропном слое, 

представления для модулей упругости )( 3xcij
 и плотности )( 3x  материала 

которого соответственно имеют вид 

)exp()( 31440344 xcxc  , )exp()( 32660366 xcxc  , )exp()( 3103 xx   ,          (2.88) 

где 1 , 2  – действительнозначные параметры неоднородности. Уравнение 

рассматриваемой модели для координатного направления распространения 
1Ox , 

при задании представления комплексной функции напряженности  

))(exp()(),,( 1320312 kxtixutxxu   ,                           (2.89) 

с учетом представлений (2.88) и (2.89) принимает вид 

      ,0)()exp())()()()(exp( 320

2

66032320

2

3203440320

2

344031  xukcxxuxucxucx c  (2.90) 

и после введения обозначений  

)()( 3320 xfxu  , ,1   ,/ 440

2 c  ,/ 440

2

660 ckс  21   ,         (2.91) 

записывается в форме  

                                       fxfff )exp( 3  .                                      (2.92) 

Для интегрирования (2.92) применима схема итерационного алгоритма, в рамках 

которого  

..,...3210  pffffff                                   (2.93) 

,0000  fff   ,0111
3 fefff

x 
  …,                      (2.94) 

),1(1
3  


pfefff p

x

ppp

 . 

Соответственно, при выборе )( 30 xf в форме  

     
3231

2130 )(
xx

eCeCxf


 , )2,1()))2/(()1()2/( 2/12  jj

j  ,     (2.95) 

с произвольными коэффициентами jc , далее в аналитической форме строятся два 

базисных частных решения )( 3

)( xf j  уравнения (2.92), отвечающие выбору 

3

00

x

jj
jeAf


 , 3)( xp

pjpj
jeAf

 
 , где согласно алгоритму (2.94) 

jpjjpj AppA ,1

12 ))()(( 

  , 10 jA ,             (2.96) 

или 
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33 )(

1

3

)( )(
xp

p

pj

xj jj eAexf
 





 ,                            (2.97) 

12

1

))()(( 



   qqA jj

p

q

p

pj .                    (2.98) 

 В третьем из рассматриваемых в подразделе случаев распространения 

нормальных сдвиговых волн в функционально-градиентном трансверсально-

изотропном слое с двухфакторной экспоненциальной неоднородностью, для 

модулей упругости )( 3xcij
 и плотности )( 3x  материала которого соответственно 

вводятся представления 

)exp()( 31440344 xcxc  , )exp()( 32660366 xcxc  , )exp()( 3203 xx   ,            (2.99) 

где 1 , 2  – действительнозначные параметры неоднородности, амплитудное 

уравнение стационарного динамического деформирования волновода при 

распространении волн вдоль координатного направления 
1Ox  принимает вид 

,0)()())()(( 20

2

660

2

032031440320

2

3440
3231  xukcexucxuce

xx  

33 / x .     (2.100) 

Уравнение (2.100), после введения обозначений 

)()( 3320 xfxu  , 
1  , 440

22

660 /)( ckс  , 
12   ,                (2.101) 

записывается в форме  

feff
x3  .                                                (2.102) 

Для интегрирования (2.102) применяется итерационный алгоритм, в рамках 

которого  

..,...3210  pffffff                                   (2.103) 

,000  ff   ,0111
3 feff

x   …, ),1(1
3   pfeff p

x

pp

 .       (2.104) 

Соответственно, при выборе начального приближения решения однородного 

уравнения 0 ff   в виде 

                                           201030
3)( CeCxf

x


 ,                                          (2.105) 

с произвольными коэффициентами 0jC , реализуется построение в аналитической 

форме двух базисных частных решения )( 3

)( xf j  уравнения (2.102), отвечающих 

выбору  
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                                        3)( 301

x
exf


 , 1)( 302 xf .                             (2.106) 

При выборе в качестве начального приближения алгоритма (2.103), (2.104) 

функции )( 301 xf можно получить 

3)(

131 )(
xp

pp eAxf


 , 
1,1

12

1 ))()(( 

 p

p

p AppA  , 101 A ,         (2.107) 

или  

                                          
33 )(

1

13

)1( )(
xp

p

p

x
eAexf

 






 ,                            (2.108) 

                             
12

1

1 ))()(( 



   qqA
p

q

p

p .                     (2.109) 

В случае выбора начального приближения )( 302 xf  определяются величины 

),( 32 xf p  имеющие вид  

,3

22

xp

pp eAf


 ,)( 2,1

2

2 

 p

p

p ApA   102 A ,                       (2.110) 

или 

3

1

23

)2( 1)(
xp

p

p eAxf







 ,                                     (2.111) 

                                    



p

q

p

p qA
1

2

2 )(  .                                         (2.112) 

Таким образом, амплитудная функция перемещений, являющаяся решением 

уравнения (5), записывается в виде 

)()()( 3

)2(

23

)1(

1320 xfCxfCxu  .                                        (2.113) 

Выражение для амплитудной функции динамического напряжения 23  в 

исследуемых волновых полях для данного случая может быть записано в форме 

       )()exp()( 32034403230 xuxcx с )exp( 3440 xc с )))(())((( 3

)2(

23

)1(

1
 xfCxfC .      (2.114) 
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2.6. Интегрирование уравнения распространения упругих P-SV волн в среде с 

разнотипными законами экспоненциальной неоднородности для параметра 

плотности и модулей упругости 

 

В данном подразделе задача интегрирования дифференциальных уравнений 

относительно амплитудных составляющих комплексных функций волновых 

упругих перемещений в нормальных P-SV волнах рассматривается 

применительно к волноводу в виде занимающего в координатном пространстве 

321 xxOx  область }),(],,[{ 2

213 RxxhhxV   плоскопараллельного слоя из 

функционально-градиентного ортотропного упругого материала с переменными 

вдоль координаты 
3Ox  физико-механическими свойствами, описываемыми 

зависимостями вида 

                            )exp()( 3130313 xcxc  , )exp()( 3330333 xcxc  , 

)exp()( 3550355 xcxc  , )exp()( 303 xx   ,                           (2.115) 

)exp()( 3110311 xcxc  .  

Для волн данного типа, распространяющихся в рассматриваемом слое вдоль 

координатного упруго-эквивалентного направления 1Ox , вводятся комплексные 

представления  

                                 )),(exp()(),,( 1310311 kxtixutxxu    0),,( 312 txxu ,               (2.116) 

))(exp()(),,( 1330313 kxtixutxxu   . 

Определяющие соотношения для материала слоя с учетом (2.115) и (2.116) могут 

быть записаны в форме  

                                    ),,()(),()( 3133313311131111 xxuxcxxuxc                             (2.117) 

),,()(),()( 3133323311131222 xxuxcxxuxc   

),,()(),()( 3133333311131333 xxuxcxxuxc   

)),(),()(( 3113313135513 xxuxxuxc  , 

а система обыкновенных дифференциальных уравнений относительно 

амплитудных компонентов вектора динамических перемещений в исследуемых 

волнах имеет первоначальный вид  
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                                 10

2

33355

2

3355311

2 ))()()()(( uxxcxcxck                        (2.118) 

,0))())()((( 303553355313  uxcikxcxcik   

 103133355313 ))())()((( uxcikxcxcik   

.0))()()()(( 30

2

33333

2

3333355

2  uxxcxcxck   

После преобразований система (2.118) записывается в матричной форме  

              )()( 3332
2

31 xAAA )()exp( 33 xBx  ,  Txuxux )(),()( 3303103  ,          (2.119) 

где 











330

550

1
0

0

c

c
A , 














330550130

550130550

2
)(

)(

cccik

ccikc
A




, 

















2

550

2

130

550

2

3
kccik

cik
A




, 
















00

0110

2ck
B ,   . 

Интегрирование уравнения (2.119) реализуется с применением 

итерационного векторно-матричного алгоритма, описываемого соотношениями 

                                 
...)(...)()()( 331303  xxxx n

,
                         (2.120)

 

                                    0)()( 30332

2

31  xAAA ,                                   (2.121) 

      )()( 31332
2

31 xAAA )()exp( 303 xBx  , … , 

                                )()( 3332

2

31 xAAA n
).,1()()exp( 313   nxBx n                    (2.122) 

Представления для базисных частных решений задачи начального 

приближения (2.121), получаемые методом Эйлера, записываются в виде 

                                               ),exp()( 3030 xx jjj                                               (2.123) 

T

jjjj
kccccccik )(),)((( 2

110550

2

5505505501300
   ),4,1( j  

где 
j  – корни алгебраического характеристического уравнения  

                                             0det 32

2

1  AAA  .                                          (2.124) 

Отвечающие )( 30 xj  приближения )( 3xnj  находятся в виде  

                        ),)exp(()( 1111 xx jjj    ),...,)2exp(()( 1212 xx jjj                (2.125) 

),)exp(()( 11 xnx jnjnj   …, 

где  
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  ,
)(

,1

1 






jnnjnj
BQ 

 


nj
Q 32

2

1 )()( AnAnA jj   .                 (2.126) 

В итоге, получаемые на базе описанного итерационного алгоритма базисные 

решения уравнения (2.119) могут быть записаны в виде аналитических 

представлений  

    )4,1())exp(()( 3

0

3  




jxnx jnj
n

j  , ....
0

1

1

1

,1

1

jjjnnjnj
BQBQBQ 






    (2.127) 

 

2.7. Интегрирование уравнений модели распространения сдвиговых упругих 

волн в трансверсально-изотропной функционально-градиентной среде с 

трехфакторной неоднородностью 

 

В данном подразделе рассматривается задача интегрирования амплитудного 

волнового уравнения для волн SH-типа, распространяющихся вдоль 

координатного направления 
1Ox  в отнесенном к прямоугольным безразмерным 

координатам 
321 xxOx  с нормирующим параметром ][* мh  трансверсально-

изотропном функционально-градиентном слое }0,),{( 3221 hxRxxV   с 

коллинеарными 
3Ox  направлением неоднородности и осью изотропии, физико-

механические характеристики материала которого имеют вид  

)exp( 34444044 xсс  , )exp( 36666066 xсс  , )exp( 30 x  .           (2.128) 

Уравнение для амплитудной составляющей )( 320 xu  в комплексной функция 

волновых упругих перемещений  

))(exp()(),,( 1320312 kxtixutxxu                             (2.129) 

для рассматриваемого случая имеют вид 

.0))exp()exp(()exp()exp( 20366660

2

3

2

203444404420344440  uxckxuxcuxc      
(2.130) 

При разработке алгоритма численно-аналитического интегрирования уравнения 

вида (2.130) вводятся в рассмотрение следующие представления в виде степенных 

рядов:  

       





0

3320 )(
n

n

n xaxu , 





0

31320 )1()(
n

n

n xanxu , 





0

32320 )1)(2()(
n

n

n xannxu ,    (2.131) 
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
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При формальной подстановке (2.131) и (2.132) в уравнение (2.130), оно принимает 

форму 
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 ,   

и далее может быть преобразовано к виду  

                                                        





0

3 0
p

p

npx ,                                                (2.134) 

где 










 
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np anpcnanpcnn
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444402

1

44440 ))!(()1())!(()2)(1((   

)))!)((( 1
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2

660

2

0 n

npnp anpkc     .                           (2.135) 

В результате приравнивания нулю коэффициентов np  в представлении (2.134) 

при варьировании  ,0n  записывается серия соотношений, позволяющих 

последовательно получить значения na  для базисных решений 

дифференциального уравнения (2.130).  

При 0n  следующее из условия 000   соотношение связи искомых 

коэффициентов приводится к виду  

0)(2 0

2

660

2

014402440  akcacac  , 

или  

                                       0

1

440

2

660

2

012 )2)(()2/1( ackcaa   .                               (2.136) 

При альтернативном выборе 1)1(

0 a , 0)1(

1 a  либо 0)2(

0 a , 1)2(

1 a  в соотношении 

(2.136) и последующем использовании рекуррентных формул 

                    



 144440

1

4402 )1(())2)(1(( pp acpcppa   pakc )( 2
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2

0              (2.137) 
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могут быть получены две последовательности значений 

0

)( }{ n

j

na  )2,1( j , которые 

определяют два базисных частных решения ),,( 3 kxj   уравнения (2.130) с 

аналитическими представлениями 

                                                    ),,( 3 kxj  


0

3

)(

n

nj

n xa ,                                           (2.138) 

которые в реализуемых численных исследованиях редуцируются на 

оговариваемом уровне точности расчетов. С их введением при исследовании 

рассматриваемых волновых процессов используется выражение 

                         ))(exp()),,(),,((),,( 1322311312 kxtikxCkxCtxxu   .                (2.139) 

Уместно указать, что  

                                        ),,0( kj  )(

0

ja ,  033 3
)),,(( xj kx  )(

1

ja .                            (2.140) 

 

2.8. Выводы по разделу 2  

 

В результате реализации представленных в разделе исследований 

предложена новая модель описания локализованной приповерхностной 

неоднородности в полубесконечных функционально-градиентных телах, а также 

получены базисные частные решения амплитудных волновых уравнений для ряда 

моделей распространения одно-, двух- и трехпарциальных гармонических волн 

деформаций в функционально-градиентных телах в форме упругого 

полупространства и упругого слоя с однофакторной, несколькими вариантами 

двухфакторной и трехфакторной экспоненциальной неоднородностью физико-

механических характеристик и с однофакторной локализованной приграничной 

неоднородностью функционально-градиентной среды. 

В результате перечисленных исследований получены следующие новые 

научные результаты: 

1. Предложена и апробирована однофакторная модель описания эффектов 

локализованной приповерхностной неоднородности физико-механических 
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свойств в полубесконечных функционально-градиентных телах с использованием 

двойных экспоненциальных функций. 

2. В аналитической форме получены базисные частные решения 

амплитудных волновых уравнений модели распространения сдвиговых упругих 

волн в полубесконечном трансверсально-изотропном функционально-

градиентном массиве с описываемой двойными экспоненциальными функциями 

локализованной зоной приповерхностной неоднородности. 

3. В аналитической векторно-матричной форме получены базисные частные 

решения системы амплитудных волновых уравнений модели распространения 

упругих волн P-SV типа в полубесконечном трансверсально-изотропном 

функционально-градиентном массиве с описываемой двойными 

экспоненциальными функциями локализованной зоной приповерхностной 

неоднородности. 

4. В аналитической векторно-матричной форме получены базисные частные 

решения системы амплитудных волновых уравнений модели распространения 

произвольно ориентированных трехпарциальных поверхностных волн в 

функционально-градиентном ортотропном полубесконечном массиве с 

описываемой двойными экспоненциальными функциями локализованной зоной 

приповерхностной неоднородности. 

5. В аналитической форме получены базисные частные решения 

амплитудных волновых уравнений, описывающих распространение сдвиговых 

нормальных упругих волн в трансверсально-изотропном слое в рамках 

альтернативных моделей двухфакторной экспоненциальной неоднородности 

трансверсально-изотропной функционально-градиентной среды – моделей учета 

отличающихся от общего экспоненциального закона изменения совокупности 

представленных в соотношениях модели физико-механических постоянных 

отдельных экспоненциальных функций неоднородности для параметра плотности 

материала либо для каждого отдельно взятого параметра упругих свойств 

трансверсально-изотропного материала. 
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6. В аналитической векторно-матричной форме получены базисные частные 

решения системы амплитудных волновых уравнений модели распространения 

нормальных упругих волн P-SV типа в трансверсально-изотропном слое в рамках 

модели двухфакторной экспоненциальной неоднородности трансверсально-

изотропной функционально-градиентной среды с различными экспоненциальных 

функций неоднородности для параметра плотности материала и для совокупности 

параметров упругих свойств трансверсально-изотропного материала. 

7. Разработана методика интегрирования амплитудных волновых 

уравнений, описывающих распространение сдвиговых нормальных упругих волн 

в трансверсально-изотропном слое в рамках модели учета отдельных 

экспоненциальных функций неоднородности либо для каждого отдельно взятого 

параметра упругих свойств и параметра плотности функционально-градиентного 

трансверсально-изотропного материала. 

8. Представленная в разделе специализированная итерационная методика 

построения базисных частных решений для систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами распространена в 

работах [60, 62] на задачи анализа поверхностных электроупругих сдвиговых 

волн в полупространстве функционально-градиентной пьезокерамики, а также на 

задачи анализа нормальных электроупругих сдвиговых волн в функционально-

градиентном пьезокерамическом слое с двухфакторной экспоненциальной 

неоднородностью.  

9. Результаты изложенных в разделе исследований представлены в 

публикациях [9, 10, 32, 38–40, 42–44, 85–87].  
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РАЗДЕЛ 3. ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

ЛОКАЛИЗОВАННЫХ ПОВЕРХНОСТНЫХ УПРУГИХ ВОЛН В 

АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛАХ С ПРИГРАНИЧНОЙ 

ЛОКАЛИЗОВАННОЙ ЗОНОЙ НЕОДНОРОДНОСТИ 

 

Обобщенные локализованные сдвиговые волны Лява в различных 

модификациях волноводных структур «упругий слой на упругом 

полупространстве», несмотря на охарактеризованный во вводном разделе работы 

достаточно длительный период весьма разностороннего анализа в работах 

отечественных и зарубежных авторов, по многим аспектам остаются предметом 

дальнейших актуальных с теоретической и прикладной точек зрения 

исследований. В частности, это связано как с заданиями относительно 

расширения фундаментальных представлений о свойствах обобщенных 

поверхностных волн, так и с разносторонними инновационными применениями 

волновых движений данного типа в сенсорах, датчиках, измерительных приборах 

и акустоэлектронных устройствах, а также в сейсмологических и геоакустических 

исследованиях, и в некоторых других научно-технических отраслях. Для 

указанных приложений в самой существенной мере представляют интерес 

неклассические варианты постановки задач о спектре и свойствах обобщенных 

локализованных волн Лява, связанные с вариациями свойств материалов 

волноводной структуры, типами граничных условий на внешней поверхности и в 

плоскости контакта слоя и полупространства.  

В данном контексте, целью представляемых в разделе исследований 

является получение и анализ аналитической формы дисперсионных соотношений, 

описывающих закономерности распространения обобщенных локализованных 

волн Лява в ранее не рассматривавшихся волноводных структурах, образуемых 

идеально контактирующими компонентами в виде однородного либо 

функционально-градиентного изотропного или анизотропного слоя и 

однородного либо функционально-градиентного трансверсально-изотропного 
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полупространства с локализованной приповерхностной неоднородностью по 

глубине, описываемой двойными экспоненциальными функциями, а также 

получение и исследование дисперсионного соотношения для обобщенных 

поверхностных волн рэлеевского типа в функционально-градиентном 

ортотропном полупространстве с приграничной локализованной зоной 

неоднородности 

 

3.1. Анализ модели распространения обобщенных поверхностных волн Лява 

в составной структуре «однородный изотропный слой на функционально-

градиентном анизотропном полупространстве» 

 

Рассматривается задача о распространении локализованных SH-волн в 

отнесенной к нормированным пространственным прямоугольным координатам 

321 xxOx  волноводной структуре в виде однородного изотропного упругого слоя 

}0,),{( *3

2

211 hxRxxV   толщиной 
*h , лежащего на неоднородном по глубине 

функционально-градиентном трансверсально-изотропном полупространстве 

}0,),{( 3

2

212  xRxxV  (рис. 3.1.). Величина Hh *
 служит в последующих 

соотношениях рассматриваемой модели нормирующим параметром для всех 

характеристик с линейной размерностью расстояния. Ось изотропии и 

направление  однофакторной непрерывной  неоднородности  материала 

полупространства  ортогональны граничной плоскости 03 x . В качестве 

направления распространения рассматриваемых волн без ограничения общности 

выбирается координатное направление 
1Ox . 

При описании соотношений исследуемой математической модели 

колебательного волнового деформирования с циклической частотой   и 

нормированным волновым числом k , комплексные функции волновых 

перемещений  

                                         
))(exp()(),,( 1320312 kxtixutxxu  

                                  (3.1) 

и напряжений  
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                                       ))(exp()(),,( 131203112 kxtixtxx   ,                                (3.2) 

))(exp()(),,( 132303123 kxtixtxx   , 

их амплитудные характеристики ),( 320 xu )( 3120 x , )( 3230 x  для соответствующих 

полей, а также физико-механические параметры материалов в слое и 

полупространстве, соответственно отмечаются далее верхними индексами )(с  и 

).(п  

 

Рисунок 3.1 – Поперечное сечение рассматриваемого волновода 

 

Уравнения волнового деформирования и определяющие соотношения для 

компонентов волновода в рассматриваемой модели соответственно имеют вид  

0)(

2

)()(

233

)(

211  cссс u , ,)(

21

)(

21

cс u  ;)(

23

)(

23

cс u                        (3.3) 

0)( )(

23

)()(

232

)(

211  пппп ux  , ,)( )(

21366

)(

21

п

п

п uxc  ;)( )(

23344

)(

23

п

п

п uxс         (3.4) 

где  

     ),,,()( 3

)(

66366 xсxc п

п 
 

),,,()( 3

)(

44344 xсxc п

п 
 

),,,()( 3

)(

03

)( xx пп  
    (3.5) 

)()( , cc   – параметр Ламе и плотность материала слоя; ,)(

66

пс
 

,)(

44

пс
 

)(

0

п
 
– параметры 

упругих свойств функционально-градиентного материала полупространства; 

))exp(exp(),,( 33 xx   , где в данном случае 0 , – охарактеризованная в пп. 

2.1 функция локализованной приграничной неоднородности. Краевые условия на 

граничных поверхностях волновода имеют вид  

                                ,0)( *

)(

230 hс  )0()0( )(

20

)(

20

пc uu  , ),0()0( )(

230

)(

230

пс                            (3.6) 

или  

                          ,0)( *

)(

20 


hu с  )0()0( )(

20

)(

20

пc uu  , 


)0()(

20

)( сc u ).0()0( )(

2044

п

п uс                       (3.7) 
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На основе интегрирования амплитудного волнового уравнения (3.3) для 

материала слоя, принимающего вид 

                                                ,0)()( 3

)(

20

2

3

)(

20 


xuxu сc                                                 (3.8) 

где 

                                   
,222 kc   ,/ *

2

*

2)(2 chc

c   )(

*

cc  ,                              (3.9) 

могут быть записаны представления 

)( 3

)(

20 xu с
),sin()cos( 3231 xkAxkA   )cos()sin( 3231

)(

230 xkkAxkkAc        (3.10)  

  ,1/
22  ccL  

в которых LL ck ,  соответственно искомые параметры нормированного волнового 

числа и фазовой скорости обобщенных локализованных волн Лява; 

 2/1)()( )/( ccс  параметр фазовой скорости объемных волн сдвига в изотропном 

материале слоя 21, AA произвольные постоянные. Решение амплитудного 

волнового уравнения для материала полупространства применительно к 

рассматриваемому случаю получено в пп. 2.2 и позволяет записать представления  

                                                     ),()( 333

)(

20 xfAxu n

                                            (3.11) 

                                  
)(

4433

)(

230 )( nn cAx  ))exp(exp( 3x  ),( 3xf                            (3.12)
 

где 

                  ,]))p)(()1(([)(
1

)(

1

122

3
33  











 
n

xn
n

p

nx
epexf

            (3.13) 

                  .]))p)((([)(
1

)(

1

122

3
33  











 
n

xn
n

p

nx
epexf

            (3.14) 

Подстановка представлений (3.10)–(3.12) в краевые условия (3.7) приводит к 

однородной системе линейных алгебраических уравнений относительно 

неопределенных коэффициентов 
321 ,, AAA  

                                     ,0)cos()sin( *

)(

442*

)(

441  hkkcAhkkcA cc                              (3.15) 

,0)0(31  fAA  

0)0()(

443

)(

442  fecAkcA nc  , 
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равенство нулю определителя которой является формулируемым в аналитической 

форме дисперсионным уравнением для исследуемых обобщенных 

локализованных волн Лява в волноводе рассматриваемого типа 

                        













)0(0

)0(01

0)cos()sin(

),(
)(

44

)(

44

*

)(

44*

)(

44

feckc

f

hkkchkkc

kF
nc

cc





                    (3.16) 

.0)0()cos()0()sin()( *

)(

44

)(

44*

2)(

44   fehkekccfhkkc ncc   

После определения корней k(ω) уравнения (3.16), формы соответствующих 

волновых движений в компонентах волновода с точностью до нормирующего 

масштабного множителя A рассчитываются по формулам 

              )( 3

)(

20 xu с
 )(cos( 3xkA  )cos(/)sin(( *

)(

44*

)(

44 hkkchkkc cc  )),sin( 3xk       (3.17) 

).())0(/1()( 33

)(

20 xffAxu n

  

Распределения амплитуд напряжений в обобщенных волнах Лява по толщине 

компонентов волновода, в свою очередь, описываются соотношениями  

         )sin(( 3

)(

230 xkkAc  )cos(/)sin(( *

)(

44*

)(

44 hkkchkkc cc  )),cos( 3xkk      (3.18) 

)(

4433

)(

230 )( nn cAx  ))exp(exp( 3x  ).( 3xf  

При анализе распределений энергетических характеристик исследуемых 

сдвиговых горизонтально поляризованных волн рассматриваются 

параметрические зависимости компонентов )( 3xPj  вектора плотности среднего за 

период потока мощности в исследуемых локализованных волнах, для которых с 

учетом 03010  uu  и 020 u , а также исходя из того, что ненулевыми 

компонентами тензора напряжений являются только 23  и 
21 , записываются 

исходные представления  

                                       
)~~~~(

4
)( 20

*

120

*

2012031 uu
i

xP 


 ,                                        (3.19) 

)~~~~(
4

)( 20

*

230

*

2023033 uu
i

xP 


 . 

В этих представлениях * – знак комплексного сопряжения; 

                                                     )exp()(~
332020 ikxxuu  ,                                             (3.20) 
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)exp()(~
332044230 ikxxuc  , )exp()(~

332066120 ikxxuikc . 

С учетом (3.20), (3.21) и свойства 0)(Im 320 xu , выражения (3.19) принимают вид  

1P (
4

i
 )exp()( 332066 ikxxuikc  )exp()( 33

*

20 ikxxu )exp()( 33

*

2066 ikxxuikc  ))exp()( 3320 ikxxu  

                                  (
2


)( 32066 xukc ))( 3

*

20 xu  (
2


))(

2

32066 xukc ,                             (3.21) 

(
4

)( 33

i
xP  )exp()( 33

*

2044 ikxxuc  )exp()( 3320 ikxxu )exp()( 332044 ikxxuc  0))exp()( 33

*

20 ikxxu . 

 Численная реализация представленной методики поиска корней 

дисперсионного уравнения (3.16) и получения картин распределения мод 

дисперсионных спектров обобщенных волн Лява с варьированием параметров 

приведенной циклической частоты   и неоднородности , , исходя из 

дополнительной задачи сопоставительной верификации результатов вычислений, 

осуществлена применительно к частному случаю однородного слоя и 

полупространства с выбором параметров ,*h ,)(c ,)(с ,)(

44

)(

66

пп cс  )(

0

п , 

представленных в работе [79]:  

                              
,20* мh  ,14)( МПаc  ,/1650 3)( мкгс                            (3.22) 

                                 ,38)(

44

)(

66 МПаcс пп  ,/1800 3)(

0 мкгп                            (3.23) 

и, соответственно, ./18.146 смс   

 На рисунке 3.2 отражены результаты расчетов нескольких действительных 

ветвей диаграммы дисперсионного спектра волн Лява для волновода с 

характеристиками (3.22), (3.23).  

 В таблице 3.1 приведены результаты расчетов фазовых скоростей смcL /,  

бегущих локализованных волн с варьируемыми циклическими частотами из 

низшей моды спектра с ненулевой частотой запирания в волноводной структуре 

из материала с параметрами (3.22), (3.23) [79], в которой материал 

полупространства интерпретируется как приповерхностно-неоднородный при 

модельном варьировании обоих параметров неоднородности. При 0,0    

результаты расчетов скоростей волн Лява (данные из первой строки таблицы 3.1) 

совпадают с результатами расчетов, приведенными в [79]. Анализируя 



68 
 

представленные в таблице расчетные данные можно сделать вывод, что для более 

высоких частот влияние параметров неоднородности на скорости обобщенных 

волн Лява из низшей моды спектра становится все менее выраженным. 

Относительно существенные изменения скоростей волн низшей моды для 

рассматриваемого волновода можно наблюдать для диапазона частот от 15 до 20 

Гц. Влияние неоднородности на скорости волн более высоких мод является еще 

менее существенным, что дает повод говорить и об отсутствии, в этом случае, 

достаточно явных изменений в топологии ветвей дисперсионного спектра. Вместе 

с тем, численный анализ дисперсионного соотношения для обобщенных 

поверхностных волн Лява в рассматриваемом неоднородном волноводе 

обнаруживает ряд параметрических зависимостей, которые могут составить 

основу для дальнейшего исследования тенденций влияния факторов 

приповерхностной неоднородности полупространства, а также быть применены в 

прикладных исследованиях в области сейсмоакустики. 

 

 

Рисунок 3.2 – Действительные ветви диаграммы дисперсионного спектра волн 

Лява для волновода с характеристиками 
,20* мh  ,14)( МПаc  ,/1650 3)( мкгс    

,38)(

44

)(

66 МПаcс пп  3)(

0 /1800 мкгп   
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Таблица 3.1 – Значения скоростей волн Лява из низшей моды дисперсионного 

спектра, м/с. 

    рад/с,  

15 16.5 18 19.5 21 22.5 24 25.5 27 28.5 

0 0 349.3 191.6 154.8 137.4 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

 

 

0.1 

0.5 337.27 189.9 154.0 137.4 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

1.0 337.28 189.9 154.0 137.4 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

1.5 337.28 189.9 154.0 137.4 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

2.0 337.29 189.9 154.0 137.4 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

 

 

1.0 

0.5 279.86 179.4 148.8 137.3 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

1.0 278.59 179.0 148.3 137.1 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

1.5 276.99 178.5 148.1 136.6 126.9 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

2.0 275.28 178.0 143.6 136.0 126.8 120.1 115.4 111.8 109.1 106.9 

 

 

2.0 

0.5 256.32 189.8 144.9 137.2 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

1.0 252.32 171.9 143.8 136.5 126.9 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

1.5 247.50 169.9 142.5 135.4 126.6 120.1 115.3 111.7 109.0 106.8 

2.0 242.54 168.0 141.1 134.2 126.2 119.9 115.2 111.7 109.0 106.8 

 

 

3.0 

0.5 245.63 170.2 144.5 136.9 127.0 120.2 115.4 111.8 109.1 106.9 

1.0 238.15 166.6 142.8 135.7 126.6 120.1 115.3 111.8 109.1 106.9 

1.5 229.46 162.1 140.8 134.1 126.1 119.8 115.2 111.7 109.0 106.8 

2.0 220.81 157.5 138.9 132.4 125.3 119.5 115.0 111.6 108.9 106.8 

 

Зависимость относительных амплитуд смещений 
)0(Re

)(Re
)(

20

320
3

*

2 u

xu
xAU   в 

составляющих волновода от нормированной координаты *3 /hx  для отвечающих 

началам периодов волновых колебаний моментов времени при распространении 

обобщенной волны Лява из первой моды с ненулевой частотой запирания, 

имеющей равную толщине слоя *h  длину 20 м, показана на рисунке 3.3. 

Аналогичные распределения для характеристики 
)0(Re

)(Re

230

3230*

23 




x
A  , а также для 
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компоненты )( 31 xP  вектора плотности среднего за период потока мощности в 

исследуемых локализованных волнах, даны на рисунках 3.4–3.6. Сплошными 

линиями на этих рисунках изображены графики исследуемых распределений для 

случая, когда слой и подстилающее полупространство являются однородными с 

физико-механическими характеристиками (3.22), (3.23), а пунктиром – для случая, 

когда полупространство с указанными выше параметрами обладает также 

локализованной неоднородностью, характеризуемой коэффициентами 

0.10,4.0   . По глубине полупространства представляемые распределения 

приведены до значения *3 /hx , отвечающего длине волны. Графики изменения 

)( 31 xP  представлены в двух масштабах – для диапазона варьирования *3 /hx , в 

котором описаны распределения характеристик )( 3

*

2
xAU , )( 3

*

23
xA , а также в 

масштабе, детализирующем характер изменения )( 31 xP  вблизи поверхности 

контакта слоя и полупространства. 

Из анализа результатов расчетов следуют выводы о том, что в 

рассматриваемых случаях учет приповерхностной неоднородности материала 

полупространства, отвечающей росту его модулей упругости и параметра 

плотности у поверхности контакта, приводит к существенному монотонному 

снижению значений )( 3

*

2
xAU  в области по толщине слоя от границы контакта с 

полупространством до свободной верхней грани с минимальным влиянием на эту 

характеристику в самом полупространстве; приводит к росту значений )( 3

*

23
xA  

в 

слое, максимальному у контактной поверхности и уменьшающемуся к свободной 

внешней грани, а также росту )( 3

*

23
xA  в приграничной области неоднородности 

полупространства. Распределения )( 31 xP  в случае неоднородного 

полупространства указывают на эффекты существенного роста этой 

характеристики в зоне слоя с нарастанием при приближении к свободной грани, 

незначительного роста в приграничной области неоднородности 

полупространства и в узкой окрестности контактной поверхности. 



71 
 

 Далее, на рисунках 3.7–3.9 даны результаты расчетов ветвей диаграмм 

дисперсионных спектров обобщенных волн Лява для волноводных структур 

рассматриваемого типа с приведенными нормированными модельными 

характеристиками ,1* h ,1)( c ,1)( с ,2,4 )(

44

)(

66  пп cс 1)(

0 п  в предположении о 

приповерхностной неоднородности материала полупространства с параметрами, 

соответственно имеющими значения }10,5.0{   , }10,2{   , }10,3{   . 

Рисунки 3.10 и 3.14 характеризуют распределения )( 3

*

2
xAU , )( 3

*

23
xA  в случае 

}10,5.0{    для волн приведенной длины *h  (с нормированным волновым 

числом */2 hk  ) из первой моды с ненулевой частотой запирания в 

соответствующем дисперсионном спектре.  

 Распределения этих же характеристик для случая, когда охарактеризованная 

выше волна принадлежит второй моде с ненулевой частотой запирания из 

соответствующего дисперсионного спектра, даны на рисунках 3.11 и 3.15.  

 Распределения указанных характеристик для случая параметров 

неоднородности полупространства }10,3{    и волны приведенной длины *h  

из первой моды спектра с ненулевой частотой запирания описаны на рисунках 

3.12 и 3.16, а для такой волны из второй моды спектра – на рисунках 3.13, 3.17. 

Рисунки 3.18–3.27 в целом характеризуют эфекты влияния неоднородности 

материала полупространства на распределения плотности среднего за период 

потока мощности )( 31 xP  в двух масштабах, позволяющих проследить картины 

изменения этой характеристики по всей толщине слоя и по имеющей такую же 

толщину зоне полупространства. В частности, рисунки 3.18, 3.19 характеризуют 

данные распределения для случая полупространства с нулевыми коэфициентами 

неоднородности; рисунки 3.20, 3.21 отвечают волне из первой моды 

дисперсионного спектра с ненулевой частотой запирания в случае 

полупространства с коэффициентами неоднородности }10,5.0{   . 
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Рисунок 3.3 – Зависимость относительных амплитуд смещений )( 3

*

2
xAU от 

нормированной координаты для волны Лява из первой моды с ненулевой 

частотой запирания 

 

 

Рисунок 3.4 – Зависимость характеристики *

23A  от нормированной координаты 

для волны Лява из первой моды с ненулевой частотой запирания  
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Рисунок 3.5 – Зависимость компоненты )( 31 xP  вектора плотности среднего за 

период потока мощности от нормированной координаты для волны Лява из 

первой моды с ненулевой частотой запирания 

 

 

Рисунок 3.6 – Зависимость компоненты )( 31 xP  вектора плотности среднего за 

период потока мощности от нормированной координаты для волны Лява из 

первой моды с ненулевой частотой запирания вблизи границы раздела слоя и 

полупространства 
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Рисунок 3.7 – Действительные ветви диаграммы дисперсионного спектра 

обобщенных волн Лява для волноводной структуры рассматриваемого типа с 

приведенными нормированными модельными характеристиками и параметрами 

неоднородности }10,5.0{     

 

 

Рисунок 3.8 – Действительные ветви диаграммы дисперсионного спектра 

обобщенных волн Лява для волноводной структуры рассматриваемого типа с 

приведенными нормированными модельными характеристиками и параметрами 

неоднородности }10,2{    
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Рисунок 3.9 – Действительные ветви диаграммы дисперсионного спектра 

обобщенных волн Лява для волноводной структуры рассматриваемого типа с 

приведенными нормированными модельными характеристиками и параметрами 

неоднородности }10,3{    

 

 

Рисунок 3.10 – Распределения )( 3

*

2
xAU  в случае }10,5.0{    для волн 

приведенной длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из первой 

моды с ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном 

спектре  
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Рисунок 3.11 – Распределения )( 3

*

2
xAU  в случае }10,5.0{    для волн 

приведенной длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из второй 

моды с ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном 

спектре  

 

 

Рисунок 3.12 – Распределения )( 3

*

2
xAU  в случае }10,3{    для волн приведенной 

длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из первой моды с 

ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном спектре  
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Рисунок 3.13 – Распределения )( 3

*

2
xAU  в случае }10,3{    для волн приведенной 

длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из второй моды с 

ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном спектре 

 

 

Рисунок 3.14 – Распределения )( 3

*

23
xA в случае }10,5.0{    для волн 

приведенной длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из первой 

моды с ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном 

спектре 
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Рисунок 3.15 – Распределения )( 3

*

23
xA в случае }10,5.0{    для волн 

приведенной длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из второй 

моды с ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном 

спектре 

  

 

Рисунок 3.16 – Распределения )( 3

*

23
xA в случае }10,3{    для волн приведенной 

длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из первой моды с 

ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном спектре 
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Рисунок 3.17 – Распределения )( 3

*

23
xA в случае }10,3{    для волн приведенной 

длины *h  (с нормированным волновым числом */2 hk  ) из второй моды с 

ненулевой частотой запирания в соответствующем дисперсионном спектре 

 

Рисунки 3.22, 3.23 отвечают волне из первой моды спектра с ненулевой 

частотой запирания в случае полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,1{   ; рисунки 3.24, 3.25 отвечают волне из первой моды 

спектра с ненулевой частотой запирания в случае полупространства с 

коэффициентами неоднородности }10,2{   ; наконец, рисунки 3.26, 3.27 

отвечают волне из первой моды спектра с ненулевой частотой запирания в случае 

полупространства с коэффициентами неоднородности }10,3{   . 

Таким образом, можно отметить, что приграничная неоднородность 

полубесконечной компоненты волновода для обобщенных поверхностных волн 

Лява, описываемая двойной экспоненциальной функцией, в наибольшей мере 

влияет на кинематические, силовые и энергетические характеристики волны в 

зоне слоя, в меньшей мере – в области, прилегающей к поверхности контакта слоя 

и полупространства, и крайне незначительно сказывается на характере убывания 

исследуемых характеристик при удалении вглубь подстилающего 

полупространства. 
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Рисунок 3.18 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

волн из первой моды для случая с нулевыми параметрами неоднородности   

 

 

Рисунок 3.19 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

волн из первой моды для случая с нулевыми параметрами неоднородности вблизи 

границы раздела слоя и полупространства 
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Рисунок 3.20 – Распределение плотности среднего за период потока 

мощности для волн из первой моды для случая полупространства с 

коэффициентами неоднородности }10,5.0{    

 

 

Рисунок 3.21 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

волн из первой моды для случая полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,5.0{    вблизи границы раздела 
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Рисунок 3.22 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

первой моды спектра в случае полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,1{    

 

 

Рисунок 3.23 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

первой моды спектра в случае полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,1{    вблизи границы 
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Рисунок 3.24 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

первой моды спектра в случае полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,2{    

 

 

Рисунок 3.25 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

первой моды спектра в случае полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,2{    вблизи границы 
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Рисунок 3.26 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

первой моды спектра в случае полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,3{     

 

 

Рисунок 3.27 – Распределение плотности среднего за период потока мощности для 

первой моды спектра в случае полупространства с коэффициентами 

неоднородности }10,3{    вблизи границы 
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3.2. Анализ модели распространения волн Лява в составной структуре 

«функционально-градиентный анизотропный либо изотропный слой на 

функционально-градиентном анизотропном полупространстве» 

 

Рассматривается волновод, состоящий из трансверсально-изотропного 

экспоненциально-неоднородного слоя }0,),{( *3

2

211 hxRxxV   толщиной 
*h , 

расположенного поверх неоднородного по глубине функционально-градиентного 

трансверсально-изотропного полупространства }0,),{( 3

2

212  xRxxV  с 

приграничной неоднородностью, описываемой двойным экспоненциальным 

законом. 

Исследуемые в данном подразделе модели базируются на уравнениях 

волнового деформирования и определяющих соотношениях для материала 

компоненты волновода в виде полупространства вида (3.4), (3.5) и для 

компоненты волновода в виде функционально-градиентного слоя с 

экспоненциальной неоднородностью  

0)( )(

23

)()(

232

)(

211  сссс ux  , ,)( )(

21366

)(

21

с

c

с uxc  ;)( )(

23344

)(

23

с

c

с uxс     (3.24) 

                        
)exp( 3

)(

440

)(

44 xcc cc  , )exp( 3

)(

660

)(

66 xcc cc  , ).exp( 3

)(

0

)( xcc  
             (3.25) 

Динамические упругие перемещения для исследуемых стационарных 

обобщенных поверхностных волн Лява SH-типа в компонентах волновода 

задаются представлениями 

))(exp()()( 13

)(

203

)(

2 kxtixuxu cc   ,                           (3.26) 

                                     ))(exp()()( 13

)(

203

)(

2 kxtixuxu пп   .                          (3.27) 

Краевые условия на граничных поверхностях волновода имеют форму (3.6). 

При подстановке представлений (3.1), (3.2), (3.26) в (3.24), (3.25) и в 

краевые условия на граничных поверхностях волновода (3.6) система 

соотношений рассматриваемой задачи трансформируется в однородную краевую 

задачу для нормированных амплитудных составляющих ),( 3

)(

20 xu c

 
),( 3

)(

20 xu п

 

включающую уравнения  
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0)(

20

)(

20

)(

20 



 ссс uuu  ,   , )(

440

2)(

660

2)(

0 /)( ccc ckc  .                (3.28) 

),()exp()()( 3

)(

2033

)(

20

2

3

)(

20 xuxxuxu ппп 



                           (3.29) 

,  ,/)( )(

440

2)(

660

2)(

0

2 ппп ckс   

и граничные условия вида 

                ,0)( *

)(

20 


hu с  )0()0( )(

20

)(

20

пc uu  , 


)0()(

20

)(

440

сc uc ).0()(

20

)(

440

пn uсe                   (3.30) 

Решение уравнения (3.28) при интегрировании методом Эйлера может быть 

представлено в форме  

)exp()exp( 32231120 xAxAu   ,                                 (3.31) 

2

42

2,1





 , 

где 21 , AA произвольные постоянные, ),(),,( 21 kk   функции искомых 

параметров волнового числа и циклической частоты обобщенных 

локализованных волн Лява. 

Распределение амплитуд напряжений по толщине слоя, в свою очередь, 

описывается соотношениями 

)exp()exp()exp()exp( 3223

)(

44023113

)(

440123 xxсAxxсA сс   .         (3.32) 

Решение обыкновенного дифференциального уравнения с переменными 

коэффициентами вида (3.29) построено в подразделе 2.2, и для рассматриваемого 

случая его решение может быть записано в аналитической форме
 

                                                    ),()( 333

)(

20 xfAxu п

                                            (3.33) 

                                    
 

где 

                 

.]))p)(()1(([)(
1

)(

1

122

3
33  
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 
n

xn
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p

nx
epexf

 

         (3.34) 

При этом выражение для напряжения )( 3

)(

230 xп  принимает вид  

)(

441̀3

)(

230 )( пп cAx  ))exp(exp( 3x  ),( 3xf                          (3.35)
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Подстановка представлений (3.31)–(3.35) в краевые условия (3.30) приводит к 

однородной системе линейных алгебраических уравнений относительно 

неопределенных коэффициентов 
321 ,, AAA   

,0)exp()exp()exp()exp( *22*

)(

4402*11*

)(

4401  hhcAhhcA cc                 (3.36) 

,0)0(321  fAAA  

.0)0()exp()(

44032

)(

44021

)(

4401  fcAcAcA ncc   

Равенство нулю определителя системы (3.36) и является формулируемым в 

аналитической форме дисперсионным уравнением для исследуемых обобщенных 

локализованных волн Лява в структуре «функционально-градиентный 

трансверсально-изотропный слой на функционально-градиентном анизотропном 

полупространстве» 

 0

)0()exp(

)0(11

0)exp()exp()exp()exp(

),(
)(

4402

)(

4401

)(

440

*22*

)(

440*11*

)(

440















fccc

f

hhchhc

kF
ncc

cc





 .

  (3.37) 

В частном случае функционально-градиентного экспоненциально-

неоднородного изотропного слоя 1V , для которого )(

660

)(

440

сс cс  , при анализе 

рассматриваемой модели применимы полученные выше соотношения (3.31)–

(3.37), в которых фигурирующая в (3.28) величина   может быть представлена 

выражением  

                                      )/( 2)(

440

2)(

0 kc cc     ),1~/~(
22  cck L

                              (3.38) 

где Lc~  искомый параметр фазовой скорости обобщенных локализованных волн 

Лява, с~ параметр фазовой скорости объемных волн сдвига в изотропном 

материале слоя без учета неоднородности. 

Результаты расчетных исследований данного подраздела касаются вопроса 

об особенностях влияния значений параметра экспоненциальной неоднородности 

функционально-градиентного материала слоя   на характеристики мод с 

ненулевыми частотами запирания в дисперсионных спектрах обобщенных 

поверхностных волн Лява.  
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Рассмотрен частный случай изотропного материала слоя. Физико-

механические параметры для рассматриваемой волноводной структуры в расчетах 

имеют приведенные модельные значения ,1* h ,1)(

440 
cc ,1)(

0 c ,2,4 )(

440

)(

660  пп cс
 

1)(

0 п . Для материала полупространства выбирались фиксированные значения 

параметров приповерхностной неоднородности 10,5.0   , а параметр 

неоднородности материала слоя   в расчетах имел значения 4  (рис. 3.28), 

2  (рис. 3.29), 2  (рис. 3.30), 4  (рис. 3.31).  

 Анализ представленных на рисунках фрагментов диаграмм дисперсионных 

кривых позволяет сделать выводя относительно снижения частот запирания для 

представленых на диаграммах мод при наращивании величины параметра 

неоднородности материала слоя  , и соответствующее снижение фазовых 

скоростей обобщенных локализованных волн Лява из мод одного порядка. Для 

низшей моды с ненулевой частотой запирания темпы уменьшения этой частоты 

при варьировании   с наращиванием в диапазоне 44    снижаются, и на 

соответствующей дисперсионной кривой для 4  появляется участок с 

отрицательным наклоном, отвечающий обратным волнам с противоположными 

по знаку значениями фазовых и групповых скоростей, что является качественно 

новым эффектом для спектральных характеристик обобщенных поверхностных 

волн Лява.  

Вывод о снижении темпов уменьшения частот запирания с ростом значения 

  может быть сделан и в отношении последующих рассчитанных и 

представленных на графиках мод. 
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Рисунок 3.28 – Действительные ветви дисперсионного спектра для модельных 

параметров ,1* h ,1)(

440 
cc ,1)(

0 c ,2,4 )(

440

)(

660  пп cс 1)(

0 п  и 4  

 

 

Рисунок 3.29 – Действительные ветви дисперсионного спектра для модельных 

параметров ,1* h ,1)(

440 
cc ,1)(

0 c ,2,4 )(

440

)(

660  пп cс 1)(

0 п  и 2  
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Рисунок 3.30 – Действительные ветви дисперсионного спектра для модельных 

параметров ,1* h ,1)(

440 
cc ,1)(

0 c ,2,4 )(

440

)(

660  пп cс 1)(

0 п  и 2  

 

 

Рисунок 3.31 – Действительные ветви дисперсионного спектра для модельных 

параметров ,1* h ,1)(

440 
cc ,1)(

0 c ,2,4 )(

440

)(

660  пп cс 1)(

0 п  и 4  
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3.3. Анализ модели распространения поверхностных волн рэлеевского типа в 

функционально-градиентном ортотропном полупространстве с 

приграничной локализованной зоной неоднородности 

 

Задачи о распространении волн обобщенных поверхностных волн Рэлея в 

полубесконечных функционально-градиентных телах с различными типами 

неоднородности и анизотропии остаются на сегодняшний день требующими 

дальнейшего исследования малоисследованными актуальными задачами 

волновой механики деформируемых сред. В значительно мере это обусловлено 

перспективами дальнейшего применения получаемых результатов при решении 

конкретных инженерных проблем в области сейсмоакустики и неразрушающего 

ультразвукового контроля. Так, в частности, исследование особенностей 

распространения сейсмоакустических упругих волн в массивах горных пород, как 

отмечено в п. 1.1 данной работы, показало, что важным элементом достижения 

адекватности математических моделей является учет непрерывной 

неоднородности физико-механических свойств горных пород при отходе от 

граничной поверхности вглубь, а также их асимптотический выход на 

стабилизированные постоянные значения на глубине массива при 

неограниченном увеличении расстояния от граничной поверхности. Модель 

такого типа с описанием неоднородности двойными экспоненциальными 

функциями, предложенная в данной работе, и является основой реализуемого 

ниже исследования. 

Рассматривается волновод в виде свободного по граничной поверхности 

ортотропного функционально-градиентного полупространства c локализованной 

у границы зоной неоднородности, занимающий в координатном пространстве 

321 xxOx  область  

                                   }0,),{( 3

2

21  xRxxV .                                          (3.39) 

Для описания непрерывной неоднородности физико-механических свойств 

полупространства в качестве функционального закона изменения плотности и 
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упругих постоянных массива по глубине предлагается использование введенных в 

п. 2.1. представлений вида 

   ),,,( 3

)0( xсc ijij 
 

),,,( 3

)0( x  ),66,55,44,12,13,23,33,22,11( ij    (3.40) 

)),exp(exp(),,( 33 xx    

где , – действительнозначные параметры неоднородности; 0  при 03 x .  

Распространение в полупространстве V  обобщенных рэлеевских 

локализованных волн P-SV типа с компонентами комплексного вектора волновых 

упругих перемещений  

))(exp()(),( 1310311 kxtixuxxu   , 0),( 312 xxu ,                      (3.41) 

 ))(exp()(),( 1330313 kxtixuxxu         

описывается системой двух обыкновенных дифференциальных уравнений с 

переменными коэффициентами относительно амплитудных составляющих )( 310 xu , 

)( 310 xu  в выражениях (3.41), получение и алгоритм интегрирования которой 

представлены в подразделе 2.3. С применением представленной в п. 2.3. методики 

для вектор-функции решения  











)(

)(
)(

330

310

3
xu

xu
xF                                                 (3.42) 

получено выражение вида 

                   )( 3xF 









)(

)(

330

310

xu

xu
 )()( 3231 xFBxFA 














)(

)(

3

)1(

30

3

)1(

10

xu

xu
A +















)(

)(

3

)2(

30

3

)2(

10

xu

xu
B ,          (3.43) 

где )( 31 xF , )( 32 xF  – два базисных частных решения системы относительно 

амплитудных составляющих, имеющие аналитические представления в виде 

векторных функциональных рядов 

    

....)(
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...)(

...)(

3

333

3

333

)(

0111

)2(
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2)(
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)(
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)2(

0,21
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,11,22
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,12
2)(
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n

x
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x
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x

j

xn
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n

x
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x

jjj

x

jj

j

jjj

j

jjj

efQQQ

efQQefQef

efMMMMMM

efMMMMefMMefxF











































(3.44) 

Входящие в выражения (3.44) и зависящие от физико-механических 

характеристик полупространства величины описаны в п. 2.3. 
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 При получении дисперсионного соотношения для исследуемых волн 

представление (3.43) подставляется в однородные граничные условия на 

свободной поверхности полупространства  

,0)()0(

,0)()0(

03333111333

013314431

3

3









x

x

ucuc

uuc




                                      (3.45) 

которые в результате этой подстановки принимают форму системы двух 

однородных алгебраических уравнений относительно неопределенных 

постоянных коэффициентов A , B . Равенство нулю определителя этой системы и 

является искомым дисперсионным соотношением 

0),(

0

)2(

30333

)2(

1013

)1(

30333

)1(

1013

)2(

3044

)2(

10344

)1(

3044

)1(

10344

3





















x
ucuikcucuikc

uikcucuikcuc
kD  .                (3.46) 

Для последующего расчета кинематических и силовых характеристик 

обобщенных рэлеевских волн в рассматриваемой волноводной структуре, после 

подстановки в алгебраическую систему относительно A , B  определяемых из 

дисперсионного соотношения пар характеристик   и 
Rk  эквивалентные 

уравнения системы записываются в виде  

021   BA ,                                               (3.47) 

откуда  

2

1,



  AB .                                             (3.48) 

Соответственно выражение для комплексного вектора упругих колебательных 

перемещений в волне релеевского типа с точностью до постоянного множителя 

принимает вид 

))()(()( 32313 xFxFAxF  .                                    (3.49) 

Для характеристики распределения энергетических потоков в рэлеевской 

волне по глубине полупространства реализуется расчет вектора P  плотности 

среднего за период потока мощности в исследуемых волнах. Ненулевой 

компонентой этого вектора в рассматриваемом случае является величина 
1P , 

имеющая выражение 
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                                )(
4

3

*

311

*

11

*

331

*

1111 uuuu
i

P 


 .                               (3.50) 

где * – в данном случае знак комплексного сопряжения. 

Численные исследования с применением разработанной методики 

реализованы применительно к частному случаю изотропного полупространства 

для варианта задания приведенных модельных значений исходных параметров  

                                        3)0(

11 c , 1)0(

13 c , 3)0(

33 c , 1)0(

44 c , 10  .                            (3.51) 

Указанная совокупность параметров для однородного изотропного 

материала соответствует значению его коэффициента Пуассона 25.0 . 

Расчеты для предельного частного случая однородного изотропного 

полупространства с вышеуказанными параметрами проводились для верификации 

разработанного расчетного алгоритма и соответствующего программного 

приложения на основе сопоставления с результатами работы [22]. 

На рисунке 3.32 приведены дисперсионные кривые для волн рэлеевского 

типа в однородном изотропном полупространстве (сплошная линия), в 

изотропном полупространстве с приповерхностной неоднородностью, 

характеризуемой параметрами 5.2 , 5.2  (штриховая линия) и 

дисперсионная кривая для объемных волн сдвига в материале однородного 

полупространства (штрихпунктирная линия). 

Рисунок 3.33 иллюстрирует зависимости приведенных относительных 

амплитуд смещений 1û  и 
3û  в обобщенной рэлеевской волне от относительной 

координаты 
Rx /3

 по толщине полупространства (сплошными линиями 

изображены зависимости для изотропного однородного тела, а пунктирными 

линиями – зависимости для случая локализованной приповерхностной 

неоднородности этого полупространства, характеризуемой параметрами 5.2 , 

5.2 ). 

Зависимости приведенных относительных амплитуд напряжений 
333111 ,,   

в обобщенной рэлеевской волне от относительной координаты 
Rx /3

 по толщине 
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полупространства описывают аналогичным образом графики, представляемые на 

рисунке 3.34. 

Наконец, на рисунке 3.35 изображены распределения по координате 
Rx /3

 в 

однородном и приповерхностно-неоднородном полупространстве для 

приведенной характеристики плотности среднего за период потока мощности 

вдоль направления распространения исследуемой волны. 

Нормирующие параметры ,1̂0u  ,ˆ
30u  ,0

11  ,0

32  0

33 , ,0

1P  для представляемых на 

графиках характеристик соответственно являются их значениями на граничной 

поверхности полупространства. 

 Предельные частные случаи в расчетах для нулевых коэффициентов 

неоднородности  ,  , представленные на рисунках 3.32–3.35 сплошными 

кривыми, при сопоставлении полностью совпадают с приведенными в работах 

[21, 22] для аналогично заданных исходных параметров. Можно также 

констатировать, что эффектами учета неоднородности для описываемых на этих 

рисунках характеристик являются снижение фазовой скорости исследуемой 

обобщенной поверхностной волны; смещение вглубь полупространства зон 

всплесков значений амплитуд перемещений; увеличение значений 
11  и 

уменьшение значений 
3331, , а также более пологий характер их зависимостей от 

координаты 
Rx /3

; уменьшение степени немонотонности для зависимости 

убывания энергетической характеристики волны при углублении в 

полупространство.  
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Рисунок 3.32 – Дисперсионные кривые для волн рэлеевского типа в 

однородном изотропном полупространстве (сплошная линия); в изотропном 

полупространстве с приповерхностной неоднородностью при 5.2 , 5.2  

(штриховая линия); для объемных волн сдвига в материале однородного 

полупространства (штрихпунктирная линия) 

 

 

Рисунок 3.33 – Зависимости относительных амплитуд смещений 1û  и 
3û  в 

обобщенной рэлеевской волне от относительной координаты 
Rx /3

 для 

изотропного однородного тела (сплошные линии); для локализованной 

приповерхностной неоднородности с параметрами 5.2 , 5.2 .(штриховые 

линии) 



97 
 

  

Рисунок 3.34 – Зависимости относительных амплитуд напряжений 
333111 ,,   

в обобщенной рэлеевской волне от относительной координаты 
Rx /3

 для 

изотропного однородного тела (сплошные линии); для локализованной 

приповерхностной неоднородности с параметрами 5.2 , 5.2 .(штриховые 

линии) 

 

 

Рисунок 3.35 – Распределения плотности среднего за период потока 

мощности для изотропного однородного тела (сплошная линия); для 

локализованной приповерхностной неоднородности с параметрами 5.2 , 

5.2 .(штриховая линия) 
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Вид кривых распределений плотностей потоков мощности позволяет 

заключить, что как для однородного, так и для функционально-градиентного 

полупространства с параметрами неоднородности 5.2 , 5.2 , поток энергии 

рэлеевской волны локализован в поверхностном слое глубиной 
R , и 

неоднородность влияет только на характер распределения данной характеристики 

в указанном интервале. 

Результаты численных исследований представлены также в таблицах 3.1–

3.7.  

В таблице 3.1 приведены значений скорости обобщенной волны Рэлея Rс  в 

приповерхностно-неоднородном полупространстве с характеристиками (3.51) при 

различных значениях коэффициентов неоднородности, а также процентные 

показатели их отклонения от скорости волны Рэлея и скорости объемной 

поперечной волны 2с  в однородном полупространстве с характеристиками (5.51). 

 

Таблица 3.1 – Значения скорости обобщенной волны Рэлея Rс  в приповерхностно-

неоднородном полупространстве с характеристиками (3.51) при различных 

значениях коэффициентов неоднородности 

    
Rс  

%100
0

0 


R

RR

c

cc
 %100

2

2 


c

ccR

 

0 0 0.9194 0 -8.07% 

0.1 0.1 0.9216 +0.23% -7.84% 

0.1 1.0 0.9228 +0.36% -7.72% 

0.1 2.5 0.9239 +0.48% -7.61% 

1.0 0.1 0.9310 +1.26% -6.90% 

1.0 0.25 0.9327 +1.44% -6.73% 

1.0 0.5 0.9391 +2.14% -6.09% 

1.0 1.0 0.9519 +3.53% -4.81% 

1.0 2.5 0.9589 +4.29% -4.11% 

2.5 0.1 0.9353 +1.72% -6.47% 

2.5 1.0 0.9670 +5.17% -3.30% 

2.5 2.5 0.9731 +5.84% -2.69% 
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В таблицах 3.2 и 3.3 для различных вариантов задания коэффициентов 

неоднородности ,  приведены рассчитанные численно величины 

нормированных амплитудных характеристик волновых смещений 
301 /uu  и 

303 /uu  

для ряда значений относительной координаты 
Rx /3
.  

Аналогичные расчеты для нормированных амплитудных характеристик 

волновых напряжений 
11011 / , 

11031 /  и 
11033 /  отражены в таблицах 3.4–3.6. 

Наконец, в таблице 3.7 для различных вариантов задания коэффициентов 

неоднородности ,  и ряда значений относительной координаты 
Rx /3
. 

приведены рассчитанные численно величины нормированных амплитудных 

характеристик плотности среднего за период потока мощности вдоль направления 

распространения исследуемой волны 0

11 / PP . 

 

Таблица 3.2 – Амплитуды смещений 
301 /uu . 

,  0, 0 0.1, 0.1 0.5, 0.1 1.0, 0.1 1.0,1.0 2.5,0.25 2.5,0.5 2.5,1.0 2.5,2.5 

Rx /3
 

0 0.68 0.68 0.69 0.70 0.85 0.86 1.09 1.14 1.07 

0.05 0.41 0.41 0.42 0.43 0.59 0.60 0.83 0.89 0.80 

0.10 0.21 0.22 0.23 0.24 0.40 0.42 0.65 0.70 0.58 

0.15 0.08 0.08 0.09 0.10 0.25 0.30 0.52 0.54 0.38 

0.20 -0.01 -0.01 0.00 0.00 0.14 0.21 0.42 0.41 0.23 

0.25 -0.07 -0.07 -0.06 -0.06 0.06 0.15 0.34 0.30 0.10 

0.30 -0.11 -0.11 -0.11 -0.11 0.00 0.11 0.27 0.20 0.01 

0.35 -0.14 -0.14 -0.13 -0.13 -0.05 0.08 0.21 0.12 -0.06 

0.40 -0.15 -0.15 -0.15 -0.15 -0.08 0.05 0.16 0.05 -0.10 

0.45 -0.16 -0.16 -0.15 -0.15 -0.10 0.03 0.11 0.00 -0.13 

0.50 -0.15 -0.16 -0.15 -0.15 -0.12 0.02 0.08 -0.04 -0.15 

0.75 -0.11 -0.11 -0.12 -0.12 -0.13 -0.02 -0.04 -0.13 -0.15 

1.00 -0.07 -0.07 -0.07 -0.07 -0.09 -0.03 -0.08 -0.12 -0.11 

1.25 -0.04 -0.04 -0.04 -0.04 -0.06 -0.04 -0.08 -0.09 -0.07 

1.50 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.04 -0.04 -0.07 -0.06 -0.04 
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Таблица 3.3 – Амплитуды смещений 
303 /uu . 

,  0, 0 0.1, 0.1 0.5, 0.1 1.0, 0.1 1.0,1.0 2.5,0.25 2.5,0.5 2.5,1.0 2.5,2.

5 
Rx /3

 

0 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

0.05 1.04 1.04 1.05 1.05 1.06 1.06 1.09 1.09 1.09 

0.10 1.04 1.04 1.05 1.05 1.09 1.08 1.15 1.15 1.14 

0.15 1.01 1.01 1.02 1.02 1.08 1.07 1.18 1.19 1.17 

0.20 0.97 0.97 0.98 0.98 1.06 1.04 1.19 1.21 1.16 

0.25 0.91 0.91 0.92 0.92 1.03 1.01 1.20 1.21 1.14 

0.30 0.85 0.85 0.86 0.86 0.99 0.98 1.20 1.20 1.10 

0.35 0.78 0.79 0.79 0.80 0.94 0.94 1.19 1.18 1.05 

0.40 0.71 0.71 0.73 0.73 0.89 0.91 1.17 1.15 0.99 

0.45 0.65 0.65 0.66 0.67 0.83 0.87 1.15 1.11 0.92 

0.50 0.59 0.59 0.60 0.61 0.78 0.84 1.13 1.06 0.86 

0.75 0.34 0.35 0.36 0.36 0.53 0.68 0.97 0.81 0.56 

1.00 0.19 0.20 0.20 0.21 0.34 0.55 0.79 0.58 0.34 

1.25 0.10 0.11 0.11 0.11 0.21 0.45 0.62 0.40 0.20 

1.50 0.05 0.06 0.06 0.06 0.13 0.36 0.48 0.27 0.12 

 

Таблица 3.4 – Амплитуды напряжений 
11011 / . 

,  0, 0 0.1, 0.1 0.5, 0.1 1.0, 0.1 1.0,1.0 2.5,0.25 2.5,0.5 2.5,1.0 2.5,2.

5 
Rx /3

 

0 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

0.05 0.64 0.64 0.65 0.65 0.72 0.74 0.78 0.80 0.76 

0.10 0.38 0.39 0.04 0.40 0.51 0.55 0.63 0.64 0.56 

0.15 0.20 0.21 0.22 0.22 0.35 0.42 0.52 0.50 0.39 

0.20 0.07 0.08 0.09 0.09 0.23 0.32 0.42 0.39 0.25 

0.25 -0.01 -0.01 0.00 0.00 0.14 0.25 0.35 0.30 0.14 

0.30 -0.07 -0.07 -0.06 -0.06 0.06 0.19 0.29 0.21 0.06 

0.35 -0.11 -0.11 -0.10 -0.10 0.01 0.15 0.23 0.15 0.00 

0.40 -0.14 -0.14 -0.13 -0.13 -0.03 0.12 0.18 0.09 -0.04 

0.45 -0.15 -0.15 -0.14 -0.14 -0.06 0.09 0.14 0.04 -0.07 

0.50 -0.16 -0.15 -0.15 -0.15 -0.08 0.07 0.11 0.01 -0.09 

0.75 -0.12 -0.12 -0.12 -0.12 -0.10 0.01 0.00 -0.01 -0.10 

1.00 -0.07 -0.07 -0.08 -0.08 -0.08 -0.01 -0.05 -0.08 -0.07 

1.25 -0.04 -0.04 -0.05 -0.05 -0.05 -0.02 -0.06 -0.06 -0.05 

1.50 -0.02 -0.02 -0.03 -0.03 -0.04 -0.03 -0.05 -0.04 -0.03 

 



101 
 

Таблица 3.5 –  Амплитуды напряжений 
11031 / . 

,  0, 0 0.1, 0.1 0.5, 0.1 1.0, 0.1 1.0,1.0 2.5,0.25 2.5,0.5 2.5,1.0 2.5,2.

5 
Rx /3

 

0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

0.05 0.12 0.12 0.12 0.12 0.09 0.12 0.06 0.06 0.05 

0.10 0.19 0.20 0.20 0.19 0.14 0.18 0.09 0.08 0.08 

0.15 0.24 0.25 0.24 0.24 0.17 0.20 0.10 0.09 0.10 

0.20 0.27 0.27 0.27 0.26 0.18 0.21 0.11 0.10 0.13 

0.25 0.28 0.28 0.28 0.27 0.19 0.20 0.11 0.11 0.15 

0.30 0.28 0.28 0.27 0.27 0.19 0.20 0.11 0.12 0.16 

0.35 0.27 0.27 0.27 0.26 0.19 0.18 0.11 0.12 0.17 

0.40 0.26 0.26 0.25 0.25 0.19 0.17 0.11 0.13 0.17 

0.45 0.24 0.24 0.24 0.24 0.18 0.16 0.11 0.13 0.17 

0.50 0.22 0.23 0.22 0.22 0.18 0.15 0.11 0.13 0.16 

0.75 0.14 0.14 0.14 0.14 0.13 0.11 0.10 0.12 0.12 

1.00 0.08 0.08 0.08 0.08 0.09 0.08 0.09 0.09 0.08 

1.25 0.04 0.05 0.05 0.05 0.06 0.06 0.07 0.06 0.05 

1.50 0.02 0.03 0.03 0.03 0.04 0.05 0.06 0.04 0.03 

 

Таблица 3.6 – Амплитуды напряжений
11033 / . 

,  0, 0 0.1, 0.1 0.5, 0.1 1.0, 0.1 1.0,1.0 2.5,0.25 2.5,0.5 2.5,1.0 2.5,2.

5 
Rx /3

 

0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

0.05 0.17 0.18 0.18 0.17 0.16 0.17 0.15 0.14 0.11 

0.10 0.29 0.29 0.29 0.29 0.25 0.27 0.23 0.20 0.17 

0.15 0.36 0.36 0.36 0.36 0.30 0.32 0.28 0.24 0.21 

0.20 0.40 0.40 0.40 0.39 0.34 0.35 0.31 0.27 0.25 

0.25 0.41 0.41 0.41 0.41 0.35 0.37 0.33 0.29 0.28 

0.30 0.41 0.41 0.41 0.41 0.36 0.37 0.34 0.30 0.30 

0.35 0.40 0.40 0.40 0.40 0.36 0.37 0.35 0.31 0.30 

0.40 0.38 0.38 0.38 0.38 0.35 0.36 0.35 0.31 0.30 

0.45 0.36 0.36 0.36 0.36 0.34 0.36 0.35 0.31 0.30 

0.50 0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 0.35 0.35 0.31 0.28 

0.75 0.20 0.21 0.21 0.21 0.24 0.29 0.32 0.26 0.20 

1.00 0.12 0.12 0.12 0.12 0.16 0.24 0.27 0.19 0.13 

1.25 0.06 0.07 0.07 0.07 0.10 0.19 0.22 0.14 0.08 

1.50 0.03 0.04 0.04 0.04 0.06 0.16 0.17 0.09 0.05 
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Таблица 3.7. Величины нормированных амплитудных характеристик плотности 

среднего потока мощности 0

11 / PP  

,  0, 0 0.1, 0.1 0.5, 0.1 1.0, 0.1 1.0,1.0 2.5,0.25 2.5,0.5 2.5,1.0 2.5,2.

5 
Rx /3

 

0 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

0.05 0.66 0.66 0.66 0.66 0.69 0.72 0.74 0.74 0.68 

0.10 0.57 0.57 0.57 0.57 0.56 0.60 0.62 0.59 0.48 

0.15 0.56 0.56 0.56 0.55 0.49 0.54 0.55 0.49 0.37 

0.20 0.57 0.56 0.56 0.55 0.46 0.51 0.51 0.43 0.32 

0.25 0.56 0.55 0.54 0.54 0.44 0.48 0.47 0.38 0.31 

0.30 0.53 0.52 0.52 0.51 0.42 0.45 0.45 0.36 0.30 

0.35 0.48 0.48 0.47 0.47 0.39 0.42 0.43 0.44 0.29 

0.40 0.43 0.43 0.43 0.42 0.37 0.39 0.41 0.32 0.28 

0.45 0.37 0.38 0.37 0.37 0.34 0.36 0.39 0.31 0.26 

0.50 0.32 0.32 0.32 0.32 0.31 0.34 0.37 0.29 0.24 

0.75 0.12 0.13 0.13 0.13 0.16 0.23 0.28 0.19 0.12 

1.00 0.04 0.04 0.04 0.04 0.07 0.15 0.20 0.10 0.05 

1.25 0.01 0.01 0.01 0.01 0.03 0.10 0.13 0.05 0.02 

1.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.06 0.07 0.02 0.00 

 

 

3.4. Выводы по разделу 3 

 

1. Реализован анализ моделей распространения обобщенных поверхностных 

волн Лява в составных структурах «однородный изотропный слой на 

функционально-градиентном анизотропном полупространстве», «функционально-

градиентный анизотропный слой на однородном либо функционально-

градиентном анизотропном полупространстве с приграничной неоднородностью». 

2. Осуществлен анализ модели распространения обобщенных 

поверхностных волн релеевского типа в функционально-градиентном 

ортотропном полупространстве с приграничной локализованной зоной 

неоднородности. 

3. С использованием результатов численно-аналитического исследования 

моделей распространения обобщенных поверхностных волн Лява и Рэлея в 
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описанных выше волноводных структурах с функционально-градиентными 

компонентами реализован анализ ряда закономерностей в дисперсионных, 

кинематических, силовых и энергетических свойствах волн данного типа в 

зависимости от показателей неоднородности материалов волноводов. 

4. Результаты изложенных в разделе исследований представлены в 

публикациях [10, 33-35, 41, 87, 88]. 
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РАЗДЕЛ 4. ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

ЛОКАЛИЗОВАННЫХ СДВИГОВЫХ И ПРОДОЛЬНО-

СДВИГОВЫХ ВОЛН В ВОЛНОВОДНЫХ СТРУКТУРАХ В ВИДЕ 

ДЕФОРМИРУЕМОГО СЛОЯ МЕЖДУ ВМЕЩАЮЩИМИ 

УПРУГИМИ ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ 

 

Исследование процессов распространения волн напряжений в составных 

телах-волноводах, образуемых упругим слоем, контактирующим с вмещающими 

деформируемыми полупространствами, в контексте ряда выполненных 

исследований по данной проблеме, продолжает сохранять актуальность с точки 

зрения дальнейшего учета различных усложненных физико-механических свойств 

компонентов. К ряду таких усложнений относится сочетание факторов 

механической анизотропии и непрерывной поперечной неоднородности 

материалов слоя и полупространств, особо характерной для создаваемых на базе 

аддитивных технологий функционально-градиентных анизотропных 

нанокомпозитов в конструкциях акустоэлектронных радиокомпонентов, а также 

для структурированных геомассивов из анизотропных неоднородных 

геоматериалов в окрестности зон контакта пластов с вмещающими массивами. 

При этом, в первую очередь, представляет интерес исследование случаев наличия 

локализованных приповерхностных областей выраженной неоднородности в 

зонах контакта слоя и полупространства, сглаживающейся с выходом на 

асимптотические характеристики однородных материалов при отдалении от 

поверхности контакта.  

Целью представляемых в данном разделе исследований является анализ 

моделей распространения локализованных сдвиговых горизонтально-

поляризованных упругих волн и локализованных продольно-сдвиговых волн P-SV 

типа в нескольких видах волноводных структур в виде деформируемого 

трансверсально-изотропного экспоненциально неоднородного либо однородного 

слоя между вмещающими трансверсально-изотропными функционально-
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градиентными полупространствами с двойной экспоненциальной 

неоднородностью, интерпретирующей возмущение свойств материалов 

полупространств вблизи плоскостей контакта со слоем, включая получение 

дисперсионных соотношений, а также анализ спектральных, кинематических, 

силовых и энергетических характеристик рассматриваемых волн. 

 

4.1. Исследование модели распространения волн сдвига в однородном 

анизотропном слое между однотипными функционально-градиентными 

трансверсально-изотропными полупространствами 

 

Рассматривается занимающее область )()( 

  VVVV   в декартовой 

системе нормированных координат 321 xxOx  составное пространственное упругое 

тело с фрагментами  

           },),{( 3

2

21

)( hxRxxV  , },),{( 3

2

21

)( hxRxxV  ,              (4.1) 

},),{( 3

2

21 hxhRxxV  . 

Полагается, что материал слоя V  является однородным трансверсально-

изотропным, и в модели распространения упругих волн SН типа характеризуется 

физико-механическими постоянными 550c 440c , 2/)( 120110660 ccc  , 
0

 . 

Вмещающие функционально-градиентные приповерхностно-неоднородные 

полупространства )(V  и )(V  также являются трансверсально-изотропными и 

имеют физико-механические характеристики, описываемые введенными в п.2.1 

двойными экспоненциальными функциями   

           ),,,()( 3

)()(

03

)( xсxc ijij     ),,()( 3

)()(

03

)( xx    ,                     (4.2)
 

))exp(exp(),,( 33

)( xx  
 )66,44( ij , 

 в которых   и 0  – параметры неоднородности;  

                                        )(

0

)(

0

   , 
)(

0



ijс
)(

0

 ijс .                                           (4.3) 

При введении соответствующих представлений  

))(exp()()( 132032 kxtixuxu   ,                                     (4.4) 
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                                      ))(exp()()( 13

)(

203

)(

2 kxtixuxu    .                                    (4.5) 

комплексных функций упругих перемещений для компонент волновода в 

исследуемых стационарных обобщенных поверхностных волнах Лява с 

циклической частотой   и волновым числом k  вдоль координатного направления 

1Ox  уравнения волнового деформирования и определяющие соотношения для 

материалов соответствующих компонент могут быть после преобразований 

записаны в виде  

020

2

20 


uu  , 440

2

0

2

660

2 /)( ckc   ,                                 (4.6) 

                                              ,20660210 uikc  ;203440230 uс   

),()exp()()( 3

)(

2033

)(

20

2

3

)(

20 xuxxuxu



                                    (4.7) 

,  ,/)( )(

440

2)(

660

2)(

0

2   ckс  

,)( )(

203

)(

660

)(

21

  ikuxc  )(

440

)(

23

  с ))exp(exp( 3x  )(

203

 u .  

Краевые условия на контактных граничных поверхностях слоя и 

полупространств волновода имеют форму  

             )()( *

)(

20*20 huhu   , 


)( *20440 huc
)(

440

с ))exp(exp( *h  ).( *

)(

20 hu 
               (4.8) 

Решение уравнения (4.6) при интегрировании методом Эйлера может быть 

представлено в форме  

),sin()cos( 323120 xAxAu                                              (4.9) 

где 21 , AA произвольные постоянные, ),( k  функция искомых параметров 

волнового числа и циклической частоты обобщенных локализованных волн Лява. 

Распределение амплитуд напряжений по толщине слоя, в свою очередь, 

описывается соотношениями 

                                      ),cos()sin( 3440234401230 xсAxсA                                    (4.10) 

)sin()cos( 3236601120 660
xikсAxikсA   . 

Решения обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными 

коэффициентами вида (4.7) построены в подразделе 2.2, и для рассматриваемого 

случая могут быть записаны в аналитической форме
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                                                    ),()( 333

)(

20 xfAxu 

                                            (4.11) 

где представления )( 3xf  в виде экспоненциальных рядов также приведены в п. 

2.1. 

Подстановка представлений (4.9)–(4.11) в краевые условия (4.8) приводит к 

однородной системе линейных алгебраических уравнений относительно 

неопределенных коэффициентов 321 ,, AAA : 

                                       )sin()cos( *2*1 hAhA   0)( *3   hfA ,                                 (4.12) 

)sin()cos( *2*1 hAhA   0)( *3   hfA , 

 )cos()sin( *4402*4401 hсAhсA 
)(

4403



сA ))exp(exp( *h  0)( * 


 hf , 

 )cos()sin( *4402*4401 hсAhсA 
)(

4403



сA ))exp(exp( *h  0)( * 


 hf . 

Выделяя, далее, отдельные случаи распространения симметричных волн 

рассматриваемого типа, для которых 02 A , и антисимметричных локализованных 

волн, для которых 01 A , можно, в свою очередь, записать соответствующие 

трансформированные варианты систем (4.12): 

– для случая симметричных волн  

                                          )cos( *1 hA  0)( *3   hfA ,                                     (4.13) 

)cos( *1 hA  0)( *3   hfA , 

 )sin( *4401 hсA  )(

4403



сA ))exp(exp( *h  0)( * 


 hf , 

 )sin( *4401 hсA  )(

4403



сA ))exp(exp( *h  )( *hf 



; 

– для случая антисимметричных волн  

                                            )sin( *2 hA  0)( *3   hfA ,                                    (4.14) 

)sin( *2 hA  0)( *3   hfA , 

            )cos( *4402 hсA  )(

4403



сA ))exp(exp( *h  0)( * 


 hf , 

             )cos( *4402 hсA  )(

4403



сA ))exp(exp( *h  0)( * 


 hf . 

С учетом свойств  )( *hf )( *hf 
, 


 )( *hf )( *hf 




, из (4.13) и (4.14) следуют 

соотношения связи коэффициентов 3A  3A  – для симметричных волн, и 3A 3A  

– для антисимметричных волн. 
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В итоге, для симметричных локализованных волн дисперсионное 

соотношение может быть записано в виде 

                      )( *hf )sin( *440 hс  )sin( *h )(

440

с ))exp(exp( *h  0)( * 


 hf ,             (4.15) 

а коэффициенты в представлениях их кинематических и силовых характеристик с 

точностью до масштабного множителя A  имеют выражения 

               AA 1 , 02 A , 3A /)(cos( *hA  ))( *hf , 3A /)(cos( *hA  ))( *hf 
.      (4.16) 

Для антисимметричных локализованных волн дисперсионное соотношение может 

быть записано в виде 

                      )( *hf )sin( *440 hс  )sin( *h )(

440

с ))exp(exp( *h  0)( * 


 hf ,             (4.17) 

а коэффициенты в представлениях их кинематических и силовых характеристик с 

точностью до масштабного множителя A  имеют выражения 

               01 A , AA 2
, 3A /)(sin( *hA  ))( *hf , 3A /)(sin( *hA  ))( *hf 

.      (4.18) 

Расчеты с применением разработанной методики в качестве примера 

реализованы для случая задания параметров  

,38)(

440

)(

660 МПаcс    )1(

440

)1(

660 cс  )2(

440

)2(

660 cс ,14 МПа  

,/1800 3)(

0 мкг ,/1650 3)2(

0

)1(

0 мкг  мh 20 . 

Диапазоны варьирования параметров циклической частоты и волнового числа 

соответственно составляли срад /]40,0[ , мрадk /]40,0[ ; для параметров 

неоднородности выбирались значения .1.0,1.0    

 На рисунке 4.1 представлены результаты расчетов низших действительных 

ветвей анализируемого дисперсионного спектра в указанном диапазоне. При этом 

можно отметить, что низшая мода имеет нулевую частоту запирания и 

характеризуется малой степенью дисперсии. 

Далее, на рисунках 4.2–4.7 соответственно приведены результаты расчетов 

относительных амплитудных характеристик волновых перемещений, напряжений 

и плотности среднего за период потока мощности вдоль траектории движения 

волн, имеющих частоту срад /30  и принадлежащих двум различным 

рассчитанным модам спектра, в точках по толщине слоя и вне слоя в 

полупространствах на удалении до двух полутолщин слоя (в интервале от -60 м 
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до 60 м). Расчетные характеристики соответственно определяются выражениями 

)(/)()( 203203

*

20 huxuxU  , )(/)()( 23032303

*

23 hxx   , )(/)()( 103103

*

1 hPxPxP  . 

Как следует из анализа представленных на рисунках 4.2–4.7 распределений, 

рассматриваемые волны имеют высокую степень локализации в области 

вмещенного слоя; мера захвата волновыми колебаниями приграничных зон 

полупространства существенно не различается для волн, принадлежащих 

различным модам дисперсионного спектра. 

 

 

Рисунок 4.1 – Низшие действительные ветви дисперсионного спектра в диапазоне 

срад /]40,0[ , мрадk /]40,0[  при 1.0 , 1.0  

 

 

Рисунок 4.2 – Распределение )( 3

*

20 xU  для волны первой моды  
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Рисунок 4.3 – Распределение )( 3

*

20 xU  для волны второй моды 

 

 

Рисунок 4.4 – Распределение )( 3

*

23 x  для волны первой моды 

 

 

Рисунок 4.5 – Распределение )( 3

*

23 x  для волны второй моды 
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Рисунок 4.6 – Распределение )( 3

*

1 xP  для волны первой моды 

 

Рисунок 4.7 – Распределение )( 3

*

1 xP  для волны второй моды 

 

4.2. Локализованные сдвиговые волны в слое с симметричным законом 

поперечной неоднородности между однотипными функционально-

градиентными трансверсально-изотропными полупространствами  

 

Рассматривается пространственное составное упругое тело, занимающее 

(рис. 4.1) в декартовой системе нормированных координат 
321 xxOx  область 

                               )()2()1()( 

  VVVVV  ,                                  (4.19) 

},),{( 3

2

21

)( hxRxxV  , },),{( 3

2

21

)( hxRxxV  , 
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}0,),{( 3

2

21

)1( hxRxxV  , }0,),{( 3

2

21

)2( hxRxxV  . 

 

 

Рисунок 4.8 – Геометрическая модель волновода 

 

Материал составного трансверсально-изотропного слоя )2()1( VV   

толщиной 2h обладает симметричной поперечной экспоненциальной 

неоднородностью физико-механических характеристик относительно срединной 

плоскости 03 x . В этой связи, представления для модулей упругости )( 3

)1( xcij
, 

)( 3

)2( xcij
 и параметров плотности материалов )( 3

)1( x , )( 3

)2( x  в компонентах )1(V  и 

)2(V  слоя соответственно задаются в виде 

                     )exp()( 3

)1(

03

)1( xcxc ijij  , )exp()( 3

)2(

03

)2( xcxc ijij  ,                       (4.20) 

)exp()( 3

)1(

03

)1( xx   , )exp()( 3

)2(

03

)2( xx   , 

где   – коэффициент неоднородности. В трансверсально-изотропных 

полупространствах )(V  и )(V  у границ их контакта со слоем имеются 

локализованные приповерхностные области выраженной неоднородности физико-

механических свойств, описываемой в рассматриваемой модели двойными 

экспоненциальными функциями. Эти характеристики соответственно имеют 

представления  

           ),,,()( 3

)()(

03

)( xсxc ijij     ),,()( 3

)()(

03

)( xx    ,             (4.21)
 

))exp(exp(),,( 33

)( xx   ; 

              ),,,()( 3

)()(

03

)( xсxc ijij    ),,()( 3

)()(

03

)( xx    ,            (4.22)
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))exp(exp(),,( 33

)( xx   , 

где   и 0  – коэффициенты неоднородности материалов полупространств. 

Уравнения стационарного динамического деформирования для 

компонентов )1(V  и )2(V  волновода в случае распространяющихся вдоль 

координатного направления 
1Ox  сдвиговых горизонтально поляризованных волн с 

парциальными комплексными функциями напряженности 

)2,1())(exp()(),,( 13

)(

2031

)(

2  jkxtixutxxu jj  ,                    (4.23) 

для рассматриваемого случая трансформируются в уравнения для определения 

комплексных амплитудных функций )( 3

)(

20 xu j , имеющие вид 

33

)(

20

2)(

03

)(

20

2)(

6603

)(

203

)(

4403

)(

20

2

3

)(

440 /,0)()()()1()( xxuxukcxucxuc jjjjjjjjj   , (4.24) 

и после введения обозначений 

)(

440

2)(

660

2)(

0 /)( jjj

j ckc                                     (4.25) 

записываются в форме 

0)1( 20

'

20

''

20  uuu j

j  .                                (4.26) 

Выражения для )( 3

)(

20 xu j  могут быть представлены в общем виде 

                         )exp()exp()( 3

)(

2

)(

23

)(

1

)(

13

)(

20 xAxAxu jjjjj   ,                        (4.27) 

где  

                     2/))4()1()1(( 2/1211)(

j

qjj

q    .                        (4.28) 

В свою очередь, на базе представлений (4.27) могут быть получены выражения 

для амплитудных функций механических напряжений в компонентах )1(V  и )2(V  

составного слоя 

)())1exp(()( 3

)(

203

1)(

6603

)(

12 xuxikcx jjjj   ,                                  (4.29) 

)())1exp(()( 3

)(

2033

1)(

4403

)(

23 xuxcx jjjj                                      (4.30) 

)2,1( j . 

Уравнения волнового деформирования относительно комплексных функций 

динамических упругих перемещений  

))(exp()(),,( 13

)(

2031

)(

2 kxtixutxxu    ,                            (4.31) 

для случая сдвиговых волн в полупространствах имеют вид 
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0)()()()exp()( )(

20

2)(

03

)(

20

2)(

6603

)(

2033

)(

4403

)(

20

2

3

)(

440   xuxukcxuxcxuc j   .     (4.32) 

Решения )( 3

)( xF  , )( 3

)( xF   уравнений вида (4.32) с явными аналитическими 

представлениями построены в подразделе 2.2 данной работы в форме 

экспоненциальных рядов на основе применения описанного в этом подразделе 

итерационного алгоритма. С учетом требуемых асимптотических свойств 

0)( 3

)(

20  xu  при 3x , выражения для этих решений и, соответственно, для 

амплитудных функций волновых перемещений в полубесконечных областях )(V  

и )(V , имеют вид: 

    












1

)(

1

12)(2)()(

3

)( 3
)(

3
)(

]))()p)(()1(([)(
n

xn
n

p

nx
epexF

  ,  (4.33) 

    












1

)(

1

12)(2)()(

3

)( 3
)(

3
)(

]))()p)(()1(([)()(
n

xn
n

p

nx
epexF

  ; 

                        ),()( 3

)(

3

)(

20 xFAxu 



  )()( 3

)(

3

)(

20 xFAxu 



  .                          (4.34) 

Здесь  

  ; 

2/1)(

440

2)(

0

2)(

660

)( )/)((   ckc  ,  0Re )(  ; 

2/1)(

440

2)(

0

2)(

660

)( )/)((   ckc  ,  0Re )(  ; 

A , 
A  – произвольные коэффициенты; также  )( 3

)( xF )( 3

)( xF  . 

Соответствующие представлениям (4.33), (4.34) выражения для 

динамических напряжений на площадках с нормалью 3Ox  в областях )(V  и )(V  

могут быть записаны в форме  

            )())exp(exp()( 3

)(

33

)(

443

)(

230 xFxcAx 



   ,                               (4.35) 

)())exp(exp()( 3

)(

33

)(

443

)(

230 xFxcAx 



   , 

где  


 3

)(
)(

3

)(

3 )(
x

exF
  

 












1

)(

1

12)(2)()()( 3
)(

]))()p)(()1(()[(
n

xn
n

p

n epn
 ,   (4.36) 




 3
)(

)(

3

)(

3 )(
x

exF
  
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 












1

)(

1

12)(2)()()( 3
)(

]))()p)(()1(()[()(
n

xn
n

p

n epn
 . 

При этом имеют место свойство  

                                      )( 3

)(

3 xF )( 3

)(

3 xF   ,                                  (4.37) 

и, соответственно,  

                                    )( 3

)(

230 x )( 3

)(

230 x .                                    (4.38) 

Таким образом, для случая исследуемых симметричных волн 

                                           .sAAA                                               (4.39) 

Дальнейший анализ рассматриваемой модели реализуется для оговоренного 

выше случая 

)1(

0ijс
)2(

0ijс , )1(

0
)2(

0 , 
)(

0



ijс
)(

0

 ijс , )(

0

 )(

0

  . 

Граничные условия идеального механического контакта компонентов составного 

волновода в краевой задаче о распространении волн исследуемого типа сводятся к 

соотношениям для амплитудных функций в представлениях комплексных 

функций динамических перемещений (4.23), (4.31) и имеют вид 

)()( )1(

20

)(

20 huhu  , )()( )1(

230

)(

230 hh   ;                                (4.40) 

)0()0( )2(

20

)1(

20 uu  , )0()0( )2(

230

)1(

230                                    (4.41) 

)()( )(

20

)2(

20 huhu   , )()( )(

230

)2(

230 hh   .                            (4.42) 

Согласно представлениям (4.29) имеют место свойства  

                              )1(

2

)2(

1   , )1(

1

)2(

2   ,                                     (4.43) 

 с учетом которых можно записать  

                          )exp()exp()( 3

)1(

2

)1(

23

)1(

1

)1(

13

)1(

20 xAxAxu   ,                      (4.44) 

)exp()exp()( 3

)1(

2

)2(

23

)1(

1

)2(

13

)2(

20 xAxAxu   . 

Таким образом, для анализируемых симметричных волн из условий  

                    )( 3

)1(

20 xu )( 3

)2(

20 xu  , )()( 3

)2(

2303

)1(

230 xx   ,                           (4.45) 

и с  учетом представлений (4.43) следует, что  

)2(

2

)1(

2

)2(

1

)1(

1 , AAAA  .                                          (4.46) 
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При этом, из граничного условия (4.41) для напряжений в плоскости 03 x , при 

учете выражений (4.44)–(4.46) и свойства 
)1(

0ijс
)2(

0ijс , в качестве следствия может 

быть записано соотношение   

)1(

1)1(

2

)1(

1)1(

2 АА



 ,                                              (4.47) 

Вводя переобозначение 
cАА )1(

1
 и принимая во внимание соотношение связи 

(4.47), можно получить представление   

)exp()exp( 3

)1(

2)1(

2

)1(

1
3

)1(

1

)(

20 xAxAu сс

с 



  .                              (4.48) 

С учетом свойств (4.28–(4.30), (4.39), (4.45), можно заключить, что пары краевых 

условий (4.40) и (4.422) являются эквивалентными, и в дальнейшем процессе 

получения дисперсионных соотношений для анализируемых симметричных 

сдвиговых локализованных волн достаточно рассматривать только краевые 

условия (4.40), которые после соответствующих подстановок принимают вид  

0))exp()(exp()( )1(

2)1(

2

)1(

1)1(

1

)(  hhAhFA сs 



 ,                             (4.49) 

  ))(())exp(exp( )(

3

)(

440 hFhcAs   

0))exp()exp()(exp( )1(

2)1(

2

)1(

1)1(

2

)1(

1

)1(

1

)(

440   hAhAhc сc 



 . 

Искомое дисперсионное соотношение является равенством нулю определителя 

системы линейных алгебраических уравнений (4.49) и записывается в форме 

соотношения  

  )exp())exp()exp()(exp()( )1(

1

)1(

2)1(

2

)1(

1)1(

2

)1(

1

)1(

1

)(

44

)( hhhhchF c 



         (4.50) 

0)())exp(exp()exp( )()(

44

)1(

2)1(

2

)1(

1   hFhch n 



. 

Численная реализация представленной расчетной методики осуществлена 

для следующего варианта задания физико-механических и геометрических 

параметров модели: 

,38)(

440

)(

660 МПаcс    )1(

440

)1(

660 cс  )2(

440

)2(

660 cс ,14 МПа  
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,/1800 3)(

0 мкг ,/1650 3)2(

0

)1(

0 мкг  мh 20 . 

Диапазоны варьирования параметров циклической частоты и волнового числа 

соответственно составляли срад /]40,0[ , мрадk /]40,0[ ; для параметров 

неоднородности выбирались значения .1.0,1.0,1    

 На рисунке 4.8 представлены результаты расчетов трех низших 

действительных ветвей анализируемого дисперсионного спектра в указанном 

диапазоне. При этом можно отметить, что низшая мода характеризуется малой 

степенью дисперсии, но имеет ненулевую частоту запирания. 

Далее, на рисунках 4.9–4.17 соответственно приведены результаты расчетов 

относительных амплитудных характеристик волновых перемещений, напряжений 

и плотности среднего за период потока мощности вдоль траектории движения 

волн, имеющих частоту срад /30  и принадлежащих трем различным 

рассчитанным модам спектра, в точках по толщине слоя и вне слоя в 

полупространствах на удалении до двух полутолщин слоя (в интервале от -60 м 

до 60 м). Расчетные характеристики соответственно определяются выражениями 

)(/)()( 203203

*

20 huxuxU  , )(/)()( 23032303

*

23 hxx   , )(/)()( 103103

*

1 hPxPxP  . 

 

 

Рисунок 4.8 – Низшие действительные ветви дисперсионного спектра в диапазоне 

срад /]40,0[ , мрадk /]40,0[ ; при .1.0,1.0,1     
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Рисунок 4.9 –  Распределение )( 3

*

20 xU  для волны первой моды 

 

  

Рисунок 4.10 – Распределение )( 3

*

20 xU  для волны второй моды 

 

 

Рисунок 4.11 – Распределение )( 3

*

20 xU  для волны третьей моды 
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Рисунок 4.12 – Распределение )( 3

*

23 x  для волны первой моды 

 

 

Рисунок 4.13 – Распределение )( 3

*

23 x  для волны второй моды 

  

Рисунок 4.14 – Распределение )( 3

*

23 x  для волны третьей мод 
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Рисунок 4.15 – Распределение )( 3

*

1 xP  для волны первой моды 

 

  

Рисунок 4.16 – Распределение )( 3

*

1 xP  для волны второй моды 

 

 

Рисунок 4.17 – Распределение )( 3

*

1 xP  для волны третьей моды 
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 Как следует из представленных на рисунках 4.9–4.17 распределений, 

рассматриваемые волны имеют высокую степень локализации в области 

вмещенного слоя; мера захвата волновыми колебаниями приграничных зон 

полупространства существенно не различается для волн, принадлежащих 

различным модам дисперсионного спектра. 

  

4.3. Анализ модели распространения продольно-сдвиговых волн в 

анизотропном функционально-градиентном слое с симметричным законом 

поперечной неоднородности между однотипными пригранично-

неоднородными трансверсально-изотропными полупространствами  

 

Рассматривается занимающее область )()2()1()( 

  VVVVV   в декартовой 

системе нормированных координат 
321 xxOx  составное пространственное упругое 

тело с фрагментами  

           },),{( 3

2

21

)( hxRxxV  , },),{( 3

2

21

)( hxRxxV  ,               (4.51) 

}0,),{( 3

2

21

)1( hxRxxV  , }0,),{( 3

2

21

)2( hxRxxV  . 

Полагается, что материал имеющего толщину 2h составного 

слоя )2()1( VV   в обоих компонентах является трансверсально-изотропным, 

имеет одинаковые параметры )2(

0

)1(

0 ijij сс  , )2(

0

)1(

0   , и обладает симметричной 

относительно срединной плоскости 03 x  экспоненциальной поперечной 

неоднородностью  физико-механических свойств. Отвечающие данным 

предположениям выражения для функциональных характеристик плотности 

)( 3

)1( x , )( 3

)2( x  и модулей упругости )( 3

)1( xcij
, )( 3

)2( xcij
 материалов в компонентах  

)1(V  и )2(V  слоя соответственно задаются в виде 

                    )exp()( 3

)1(

03

)1( xx   , )exp()( 3

)2(

03

)2( xx   ,                     (4.52) 

 )exp()( 3

)1(

03

)1( xcxc ijij  , )exp()( 3

)2(

03

)2( xcxc ijij   )44,13,33,11( ij , 

где   – параметр неоднородности, и выполняются условия 

                                       )2(

0

)1(

0   , )1(

0ijc )2(

0ijc .                                           (4.53) 



122 
 

Вмещающие  полупространства )(V  и
)(V  также являются трансверсально-

изотропными и имеют физико-механические характеристики, описываемые 

двойными экспоненциальными функциями   

           ),,,()( 3

)()(

03

)( xсxc ijij     ),,()( 3

)()(

03

)( xx    ,            (4.54)
 

))exp(exp(),,( 33

)( xx   ; 

             ),,,()( 3

)()(

03

)( xсxc ijij    ),,()( 3

)()(

03

)( xx    ,            (4.55)
 

))exp(exp(),,( 33

)( xx    )44,13,33,11( ij , 

 в которых   и 0  – параметры неоднородности, и выполняется условие  

                                        )(

0

)(

0

   , 
)(

0



ijс
)(

0

 ijс .                                        (4.56) 

При введении соответствующих представлений вида  

)(

31311
1)(),,(

kxti

jj exftxxu





, 
)(

33313
1)(),,(

kxti

jj exftxxu





,               (4.57) 

для компонентов комплексных векторов динамических упругих перемещений в 

волнах P-SV типа с циклической частотой   и волновым числом k  вдоль 

направления 
1Ox  в слоях )( jV , амплитудные функции )( 31 xf j , )( 33 xf j , с учетом 

свойств (4.53), подлежат определению из систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений вида 

                       



 

jj

j

j fkcfcfс 1

2)1(

110

2)1(

01

)1(

440

1

1

)1(

440 )()1(                         (4.58) 

0)()1())(( 3

)1(

440

1

3

)1(

440

)1(

130 


 

j

j

j fikcfikcc  , 




 

j

j

j fikcfikcc 1

)1(

130

1

1

)1(

440

)1(

130 )()1())((   

0)()1( 3

2)1(

440

2)1(

03

)1(

330

1

3

)1(

330 





 

jj

j

j fkcfcfc  . 

Уравнения (4.58) удобно представить в более компактной форме   

                  0)1()1( 31

1

311111

1

11 






 

j

j

jjj

j

j fffff   ,                   (4.59) 

0)1()1( 3232

1

3212

1

12 






 

jj

j

jj

j

j fffff  , 

где  

 1
)1(

440с , 1 )1(

440c , 
31 )( 2)1(

110

2)1(

0 kc , 1 ))(( )1(

440

)1(

130 ikcc  , 1 )()1(

440 ikc  , 

  2 ))(( )1(

130

)1(

440 ikcc  , 2 )()1(

130 ikc  , 2
)1(

330c , 
32 )1(

330c , 2 )( 2)1(

440

2)1(

0 kc . 
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Системы дифференциальных уравнений относительно комплексных 

амплитудных функций )( 31 xg 
, )( 33 xg 

 в представлениях волновых смещений  

             )(

31311
1)(),,(

kxti
exgtxxu



 
 , )(

33313
1)(),,(

kxti
exgtxxu



 
 ,         (4.60) 

описывающих исследуемые волны P-SV типа вдоль направления 
1Ox  в 

трансверсально-изотропных функционально-градиентных полупространствах 

)(V  и )(V , с учетом свойств (4.56) могут быть записаны в виде 

 











1

2)(

110

2)(

01

)(

440

)1(1

1

)(

440 )()1( 3 gkcgcegс
xj

j

   

0)()1())(( 3

)(

440

)1(1

3

)(

440

)(

130
3  





 gikcegikcc
xj

j  ,                 (4.61) 

 











3

)(

3301

)(

130

)1(1

1

)(

130

)(

440 )()1())(( 3 gcgikcegikcc
xj

j   

,0)()1( 3

2)(

440

2)(

03

)(

330

)1(1 3  





 gkcgce
xj

j

   

и далее представлены в матричной форме: 

         )()1(

33

)1(

2

)1()()0(

33

)0(

2

2

3

)0(

1 )()1()( 3


 GAAeGAAA
xj

j  ,        (4.62) 

где )1()0(
,



mm AA  – матричные коэффициенты, имеющие выражения  

            




















)(
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)(

440)0(

1
0

0

c

c
A , 
























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)(0
)(

440

)(
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440

)(

130)0(

2
ccik

ccik
A ,              (4.63) 
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


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
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


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
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




0

0
)(

130

)(

440)1(

3
ikc

ikc
A . 

В соотношениях (4.61)–(4.63) выбирается 1j  для случая 

полупространства )(V  и 2j  – для полупространства 
)(V . 

Системы уравнений (4.58), (4.61) дополняются краевыми условиями 

идеального механического сопряжения на плоскостях контакта граней слоя и 

границ полупространств, условиями идеального механического сопряжения в 

плоскости 03 x  контакта слоев )1(V  и 
)2(V , а также условиями, связанными с 

предположениями относительно типа симметрии волновых движений в слое. 

Данные условия в реализуемом исследовании имеют вид 

                          )()( 111 hghf  , )()( 331 hghf  ,                                 (4.64) 
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 ))()()()(exp( 31

)1(

33011

)1(
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130 hfchfccikh  

))()()())(exp(exp( 3

)(

3301
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130 hgchgccikh 
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   , 

 ))()()(exp( 11

)1(

44031

)1(

440 hfchfikch  

))()())(exp(exp( 1
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4403
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440 hgchgikch 





   ; 

                            )()( 112 hghf  
, )()( 332 hghf  

,                         (4.65) 

 ))()()()(exp( 32
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)1(
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)1(

130 hfchfccikh  

))()()())(exp(exp( 3
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3301

)(
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)(

130 hgchgccikh  





 , 

 ))()()(exp( 12

)1(

44032

)1(

440 hfchfikch  

))()())(exp(exp( 1

)(

4403

)(

440 hgchgikch  





 ; 

                                  )0()0( 1211 ff  , )0()0( 3231 ff  ,                             (4.66) 

 )0()0( 11

)1(

44031

)1(

440 fcfikc ),0()0( 12

)1(

44032

)1(

440 fcfikc   

           )0()0()( 31

)1(

33011

)1(

440

)1(

130 fcfccik )0()0()( 32

)1(

33012

)1(

440

)1(

130 fcfccik  ;                

                               )()( 1211 hfhf  , )()( 3231 hfhf  ,                              (4.67) 

)()( 11 hghg  
, )()( 33 hghg  

. 

Представленные постановочные соотношения являются базовыми для 

формулировки основного дисперсионного уравнения, описывающего 

локализованные волновые движения рассматриваемого типа, а также получения 

расчетных соотношений для анализа кинематических, силовых и энергетических 

характеристик исследуемых волн в компонентах составного волновода 

Решения систем уравнений (4.59) для случая симметричных волн в 

составном слое )2()1( VV   отыскиваются на базе метода Эйлера c 

подстановкой 3

11

px

jj eQf  , 3

33

px

jj eQf  , в результате которой записываются системы 

линейных алгебраических уравнений относительно jQ1 , jQ3 : 

                    0))1(())1(( 31

1

1111

12

1  

j

j

j

j QpQpp  ,                    (4.68) 

                   0))1(())1(( 322

12

212

1

2  

j

j

j

j QppQp  ,  

и соответствующие полиномиальные характеристические уравнения  

0)1()1( 54

12

3

3

2

14

1  

jj

j

jj

j

j pppp ,                     (4.69) 
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211  j , )()1( 1221

1

2   j

j
, 212121213   j , 

)()1( 21212121

1

4   j

j
, 21215   j . 

Корни уравнения (4.69) могут быть рассчитаны каким либо из численных 

методов, однако следует учитывать, что при дальнейшей реализации алгоритма 

построения и анализа дисперсионного уравнения для исследуемых нормальных 

волн должна учитываться параметрическая непрерывность выделяемых ветвей 

корней, что при численном решении (4.69) требует создания дополнительного 

алгоритма их упорядочения. В этой связи, для нахождения корней (4.69) наиболее 

целесообразным является использование аналитического метода Феррари. При 

этом (4.69) приводится к виду  

0)1()1( 12314   DCpBpApp jj ,                            (4.70) 

и в качестве этапа применения метода для обоих вариантов задания j , с 

применением формул Кардано для уравнения  

04)4( 2223  CBDDAyDACByy                           (4.71) 

рассчитывается величина  

                             3

32

3

32

0
27422742

pqqpqq
y  ,                        (4.72) 

                 
3

2B
p  22

3

4
3

)4(

27

2
CBDDA

DACBB
q 


 ,               (4.73) 

не зависящая от выбора j  ввиду вхождения коэффициентов полинома (4.70) при 

p  и 3p  в выражения (4.71)–(4.73) во второй степени, а также в виде совместного 

произведения. Далее корни характеристических полиномов (4.70) соответственно 

определяются из пары квадратных уравнений  

0
4
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(
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0
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y

pCy
A

pyB
Ay

p
A

p jj ,     (4.74) 

с полными квадратами в подкоренных выражениях. В силу этого,  

для 1j   
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
  ,      (4.75) 
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и для 2j  

            
2

,
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,
2

,
2

22)2(

4

22)2(

3

11)2(
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11)2(

1

Db
p
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p
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p
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p





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



 ,          (4.76) 

где  

         
2

1

A
b , 

2
2

A
b , )

2
(4 02

11 
y

bD , )
2

(4 02

22 
y

bD ,     (4.77) 

2/1

0

2 )4/( yBA  , 2/12

0 )4/( Dy  . 

Соответственно, между наборами корней )1(

mp  и )2(

mp  имеется следующая из (4.75), 

(4.76) и подлежащая учету при записи представлений решений систем (4.59) связь 

)1(

3

)2(

4

)1(

4

)2(

3

)1(

1

)2(

2

)1(

2

)2(

1 ,,, pppppppp  .           (4.78) 

Для получаемых таким образом выражений  

  34333231 )4(

1

)3(

1

)2(

1

)1(

131 )(
xp

j
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j

xp

j
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jj eQeQeQeQxf  , 

   34333231 )4(

3
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3

)1(

333 )(
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j
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j
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j
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jj eQeQeQeQxf  , 

из (4.68) могут быть установлены соотношения  связи )(

1

m

jQ  и )(

3

m

jQ . Так, в случае 

1j  

  )()(

1
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11

mmm QQ  , )( 11
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1   m

m p ,                              (4.79) 
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2

1
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3   mm

m pp , 

и, соответственно, 

34333231 )4()4(
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1

)2()2(

1

)1()1(

1311 )(
xpxpxpxp

eQeQeQeQxf  ,         (4.80) 
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3331 )(
xpxpxpxp

eQeQeQeQxf  ; 

в случае 2j  
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mmm RQ  , )( 11
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1   m

m p ,                                 (4.81) 

                                             )( 11

2

1

)(

3   mm
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34333231 )4()4(
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  ,          (4.82) 

34333231 )4()4(
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3332 )(
xpxpxpxp

eReReReRxf


  . 

Таким образом, для симметричной волны верны соотношения 

)()(

1

)()(

1

mmmm RQ  , )()(

3

)()(

3

mmmm RQ  .                                 (4.83) 

Используя, далее, краевые условия (4.66), можно записать равенства 
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которые трансформируются в  соотношения связи четырех констант )(mQ  

                              
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m Qp , 
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m Qp .                              (4.84) 

При введении переобозначений  

m
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1
, 

m

m
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3
, AQ )1( , BQ )2( ,                       (4.85) 

из (4.84), можно, в итоге, получить   
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и далее, соответственно, записать формулы для расчета амплитудных функций 

перемещений и напряжений в компоненте )1(V  для симметричной нормальной 

волны: 
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Алгоритм получения базисных частных решений )( 3

)( xG j

 , )( 3

)( xG j

  для 

описывающих волновые поля в функционально-градиентных пригранично-

неоднородных полупространствах векторно-матричных уравнений (4.62), а также 

представления этих базисных решений в форме векторно-матричных 

экспоненциальных рядов приведены в подразделе 2.3 данной диссертационной 
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работы. Представление )( 3

)(
xG

  может быть записано в виде линейной комбинации 

базисных векторных частных решений )( 3

)( xG j

  с произвольными коэффициентами 

C  и D                                                                                                                                        
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где  
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С использованием соотношений (4.88), (4.89) для полупространства )(V  

записываются следующие представления фигурирующих в граничных условиях 

(4.64) амплитудных кинематических и силовых характеристик волнового поля 
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В итоге, с использованием полученных выше, содержащих четыре 

произвольные постоянные DCBA ,,,  представлений для характеристик 

волновых полей в )(V и )1(V , применительно к рассматриваемому случаю 

распространения симметричных локализованных волн из граничных условий 

(4.64) можно получить искомое дисперсионное соотношение для исследуемых 

волновых движений в форме равенства нулю функционального определителя 

четвертого порядка   
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в котором 
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)1(

330

hphphp
epcepcepc   , 

))()(( 1,33

)(

3301,1

)(

13043 hgchgikca 





  ))exp(exp( h  , 

))()(( 2,33

)(

3302,1

)(

13044 hgchgikca 





  ))exp(exp( h  . 

Получение соотношений (4.91), (4.92) отвечает решению заданий данного 

исследования. 

Некоторые результаты расчетов с использованием реализующего 

описанную методику программного приложения, представлены на рисунке 4.18. 

Представлен фрагмент дисперсионного спектра исследуемых волн в частном 

случае однородного ортотропного слоя и пригранично неоднородных 

полупространств при задании приведенных модельных значений физико-

механических параметров волноводной структуры в виде  

                        66.0)1(

110 c , 15.1)1(

330 c , 19.0)1(

310 c , 12.0)1(

440 c , 90.2)1(

0  ;                (4.93) 

 68.3)(

110 
c , 04.5)(

330 
c , 84.0)(

310 
c , 60.1)(

440 
c , 90.2)(

0  , 1.0 , 1.0 . 
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Рис. 4.18  – Фрагмент дисперсионного спектра исследуемых волн 

 

4.4. Выводы по разделу 4 

 

1. Осуществлена разработка численно-аналитической методики описания 

процессов распространения локализованных сдвиговых горизонтально-

поляризованных упругих волн в трансверсально-изотропном однородном слое 

между трансверсально-изотропными функционально-градиентными 

полупространствами с двойной экспоненциальной неоднородностью, 

интерпретирующей возмущение свойств материалов полупространств и слоя 

вблизи контактных плоскостей. В аналитической форме получено дисперсионное 

соотношение для исследуемых локализованных волн. Проведена численная 

апробация предлагаемой методики для анализа дисперсионных, кинематических и 

энергетических характеристик рассматриваемых волн. 

2. Осуществлена разработка численно-аналитической методики описания 

процессов распространения локализованных сдвиговых горизонтально-

поляризованных упругих волн в плоскости трансверсально-изотропного 

функционально-градиентного слоя-пласта, обладающего симметричной по его 

толщине экспоненциальной поперечной неоднородностью и расположенного 

между однотипными трансверсально-изотропными неоднородными 

полупространствами с физико-механическими характеристиками, описываемыми 
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двойными экспоненциальными функциями поперечной координаты. В 

аналитической форме получено дисперсионное соотношение для исследуемых 

локализованных волн и проведена численная апробация предлагаемой методики 

для анализа их дисперсионных, кинематических и энергетических характеристик. 

3. Разработан аналитический алгоритм получения дисперсионного 

уравнения, а также расчетных соотношений для кинематических и силовых 

характеристик в модели распространения локализованных стационарных 

симметричных упругих волн P-SV типа вдоль произвольного направления в 

плоскости трансверсально-изотропного функционально-градиентного слоя-

пласта, обладающего симметричной по его толщине экспоненциальной 

поперечной неоднородностью и расположенного между однотипными 

трансверсально-изотропными неоднородными полупространствами с физико-

механическими характеристиками, описываемыми двойными экспоненциальными 

функциями поперечной координаты. Приведен пример расчетного анализа 

полученного дисперсионного соотношения. 

4. Результаты изложенных в разделе исследований представлены в 

публикациях [8, 31, 36, 37]. 
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РАЗДЕЛ 5. ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

НОРМАЛЬНЫХ СДВИГОВЫХ УПРУГИХ ВОЛН В 

ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОМ ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ГРАДИЕНТНОМ СЛОЕ С МНОГОФАКТОРНОЙ 

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ ФИЗИКО-

МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 

 

В данном разделе диссертационной работы представлены исследования, 

связанные с получением дисперсионных соотношений и анализом спектров 

нормальных горизонтально поляризованных сдвиговых упругих волн, 

распространяющихся вдоль произвольно ориентированного направления в 

плоскости слоя из функционально-градиентного трансверсально-изотропного 

материала с двух факторной неоднородностью в случаях, когда задаются 

различные экспоненциальные законы изменения модулей упругости и параметра 

плотности по толщине слоя, либо когда двухфакторная поперечная 

неоднородность связана с особой экспоненциальной зависимостью для одного из 

параметров упругих свойств и вторым типом экспоненциальных зависимостей 

для всех оставшихся физико-механических характеристик. Представлена также 

методика анализа модели распространении нормальной сдвиговой волны в 

неоднородном по толщине трансверсально-изотропном слое с трехфакторной 

неоднородностью, каждый из физико-механических параметров которого 

характеризуется своей, отличающейся от остальных, экспоненциальной функцией 

изменения по поперечной координате. 
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5.1. Сдвиговые волны в слое с альтернативными вариантами двухфакторной 

физико-механической неоднородности 

 

          Рассматривается упругий волновод в виде функционально-градиентного 

трансверсально-изотропного слоя, занимающего в декартовой системе координат 

321 xxOx  область 

                                             }0,),{( 3

2

21 hxRxxV  ,                              (5.1) 

и составленного из трансверсально-изотропного материала, обладающего 

свойствами двухфакторной поперечной экспоненциальной неоднородности. 

Применительно к исследуемому типу волнового процесса рассматриваются 

следующие варианты задания граничных условий на гранях слоя 03 x , hx 3
:  

жесткое закрепление обоих граней 

                                                  0)()0( 2020  huu ;                                      (5.2) 

обе грани свободны 

                                                            0)()0( 230230  h ;                                   (5.3) 

грань 03 x  свободна, а грань hx 3
 жестко закреплена 

                                                             )0(230 0)(20 hu ;                                    (5.4) 

грань 03 x  жестко закреплена, а грань hx 3
 свободна 

                                                            )0(20u 0)(230 h .                                    (5.5) 

В первом из рассматриваемых случаев двухфакторной неоднородности слоя 

представления для модулей упругости )( 3xcij
 и параметра плотности )( 3x  

материала слоя соответственно имеют вид 

                                )exp()( 303 xcxc cijij  , )exp()( 303 xx   ,                             (5.6) 

где c , 
  – действительнозначные параметры неоднородности. Уравнение 

стационарного динамического деформирования волновода с данными 

характеристиками в случае распространения вдоль координатного направления 

1Ox  сдвиговых горизонтально-поляризованных волн с циклической частотой  , 

волновым числом k  и комплексной функцией напряженности  
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                                               ))(exp()(),,( 1320312 kxtixutxxu   ,                        (5.7) 

для рассматриваемого случая неоднородности материала слоя трансформируются 

в уравнение для определения комплексной амплитудной функции )( 320 xu  

                   ,0)())()()(( 320

2

0320

2

6603203440320

2

3440
33  xuexukcxucxuce

x

c

xc      (5.8) 

методика интегрирования которого, представления для базисных частных 

решений )( 3

)( xf j  и соответствующие им выражения для амплитудных 

характеристик волновых напряжений представлены в п. 2.5 и имеют вид (2.83)–

(2.87). 

В частном случае 
c   выражение для )( 320 xu  будет иметь вид 

                                           )exp()exp()( 322311320 xAxAxu   ,                            (5.9) 

где  

                             2/121 ))2/(()1(2/   

c

q

cq
, 

440

2

660

2

0 /)( ckc  .       (5.10) 

Дисперсионное уравнение для нормальных волн исследуемого типа в случае 

задания на гранях слоя краевых условий (5.2) может быть записано в форме  

                                            0
)()(

)0()0(
),(

)2()1(

)2()1(

1 
hfhf

ff
kF  ,                                    (5.11) 

а в частном случае 
c    

               0))exp())(exp()2/(exp(
)exp()exp(

11
),(

21

1  hihih
hh

kF c 


 ,      (5.12) 

2/12))2/((   , 

откуда следует  

                                               ,0)sin( h  ,/ hpp   ),1( p .                         (5.13) 

Соответственно, для мод рассматриваемых волн в данном частном случае при 

c   следуют представления  

          2/1222

44066004406604400

)1( )))/()2/()/)((/((),,,,,( hpkccccchk cp         (5.14) 

),1( p , 
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или при переводе (5.14) в безразмерную форму с введением параметров 

приведенной нормированной частоты 2/1

440

22

0 )/( ch  и нормированного 

волнового числа khk   

   2/1222

6604400

)1( ))()2/((),,,,,(   pkcchk сp  , 
с 440660 / cc , hс  .   (5.15) 

Из выражений (5.15) следует, что значения приведенных частот запирания 

2/122* ))()2/((  pp   бегущих нормальных волн в исследуемом спектре с ростом 

значения параметра неоднородности 
с  увеличиваются, однако уравнение 

асимптоты для этих мод kс

2/1  в коротковолновом высокочастотном диапазоне 

от параметра неоднородности не зависит.  

Дисперсионное уравнение для случая краевых условий (5.3) может быть 

записано в форме  

                                      0
))(())((  

))0(())0((
),(

)2()1(

)2()1(

2 





hfhf

ff
kF  ,                                 (5.16) 

а в частном случае 
c    

                       ))exp()(exp(
)exp()exp(

),( 1221

2211

21

2 hh
hh

kF 



              (5.17) 

0))exp())(exp()2/(exp(21  hihih  , 

и, в свою очередь, 

                                            01  , 02  , 0)sin( h .                                        (5.18) 

Для случая краевых условий (5.4) дисперсионное уравнение может быть 

представлено в виде 

                                       0
)()(  

))0(())0((
),(

)2()1(

)2()1(

3 



hfhf

ff
kF  ,                                   (5.19) 

а в частном случае 
c    

                      0))exp()exp(
)exp()exp(

),( 1221

21

21

3  hh
hh

kF 



 .                (5.20) 

Наконец, для случая краевых условий (5.5) дисперсионное уравнение имеет 

форму  
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                                        0
))(())((  

)0()0(
),(

)2()1(

)2()1(

4 



hfhf

ff
kF  ,                                      (5.21) 

а в частном случае 
c    


)exp()exp(

11
),(

2211

3
hh

kF


 0))exp()exp( 1122  hh  . 

 

Численная реализация представленной методики на основе разработки 

соответствующего программного приложения дана применительно к 

функционально-градиентному слою со значениями параметров 440c , 660с , 0 , 

отвечающими керамике «цирконат-титанат свинца» Паc 10

440 1049.2  , 

Паc 10

660 1039.2  , 33

0 /1051.7 мкг в случае жесткого закрепления граней. 

закрепленными гранями. Описываемые выражениями (5.15) фрагменты 

действительных ветвей спектра на диаграммах дисперсионных кривых при 

с 96.0  для случаев 0c , 4c  и 10c  представлены на рисунке 5.1. 

Введенные на рисунке обозначения 
jp  для дисперсионных кривых соответствуют 

номерам j  рассчитываемых мод и дополняются соответствующими данными о 

величинах 
c .  

Данные аналогичных расчетов для неоднородного слоя со значениями 

параметров 440c , 660с , 0 , отвечающими монокристаллическому цинку 

Паc 10

440 1078.3  , Паc 10

660 1086.6  , 33

0 /1013.7 мкг , и, соответственно, с 
с 81.1 , 

для случаев 0c , 4c  и 10c  представлены на рисунке 5.2. 

Наконец, данные расчетов для неоднородного слоя со значениями 

параметров 440c , 660с , 0 , отвечающими монокристаллу сульфида кадмия 

Паc 10

440 1078.3  , Паc 10

660 1086.6  , 33

0 /1013.7 мкг , и, соответственно, с 

с 112.0 , для случаев 0c , 4c  и 10c  представлены на рисунке 5.3. 

Представленные расчетные результаты иллюстрируют меру роста значений 

нормированных частот запирания для бегущих нормальных волн в исследуемом 

спектре с ростом значения параметра неоднородности с . 
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Рисунок 5.1 – Фрагменты действительных ветвей спектра на диаграммах 

дисперсионных кривых при 
с 96.0   

 

 

Рисунок 5.2 – Фрагменты действительных ветвей спектра на диаграммах 

дисперсионных кривых при 
с 81.1  
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Рисунок 5.3 – Фрагменты действительных ветвей спектра на диаграммах 

дисперсионных кривых при  с 112.0   

 

Они также описывают соответствующие степени различия в траекториях 

дисперсионных кривых, иллюстрируют увеличение фазовых скоростей бегущих 

волн одинаковой относительной длины из соответствующих ветвей спектра с 

ростом значения параметра неоднородности. 

Результаты расчетов фрагментов диаграмм дисперсионных кривых для слоя 

с закрепленными границами из функционально-градиентного материала с 

рассматриваемым типом неоднородности при вариациях значений параметров 

двухфакторной экспоненциальной неоднородности 
c  и 

  вида }2,1{  c
, 

}3,1{  c
, }1,2{  c

, }1,3{  c
 соответственно представлены на рисунках 

5.4–5.7. В качестве заключений по анализу данных этих расчетов можно отметить 

снижение частот запирания и соответственно уменьшение значений фазовых 

скоростей для волн однопорядковых мод в случае фиксации значения c  и 

наращивания величины 
  (рис. 5.4, 5.5), а также интенсивный рост значений 

указанных характеристик в случае фиксации значения 
  наращивания величины 

с  (рис. 5.6, 5.7).  
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Во втором из рассматриваемых случаев двухфакторной неоднородности 

рассматривается упругий функционально-градиентный трансверсально-

изотропный слой, для материала которого представления модулей упругости 

)( 3xcij
 и плотности )( 3x  соответственно имеют вид 

)exp()( 31440344 xcxc  , )exp()( 32660366 xcxc  , )exp()( 3103 xx   ,       (5.22) 

где 
1 , 

2  – действительнозначные параметры неоднородности. Уравнение 

стационарного динамического деформирования волновода в случае 

распространяющихся вдоль координатного направления 
1Ox  сдвиговых 

горизонтально поляризованных волн с комплексной функцией напряженности 

(5.7) имеет вид (2.90), а его базисные частные решения описываются 

соотношениями (2.97), (2.98). 

 

 

Рисунок 5.4 – Фрагменты диаграмм дисперсионных кривых для слоя с 

закрепленными границами из функционально-градиентного материала с 

неоднородностью }2,1{  c
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Рисунок 5.5 – Фрагменты диаграмм дисперсионных кривых для слоя с 

закрепленными границами из функционально-градиентного материала с 

неоднородностью }3,1{  c
 

 

 

Рисунок 5.6 – Фрагменты диаграмм дисперсионных кривых для слоя с 

закрепленными границами из функционально-градиентного материала с 

неоднородностью }1,2{  c
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Рисунок 5.7 – Фрагменты диаграмм дисперсионных кривых для слоя с 

закрепленными границами из функционально-градиентного материала с 

неоднородностью }1,3{  c
 

 

Выражение для амплитудной функции динамического напряжения 
23  в 

волновых полях рассматриваемого типа может быть с учетом (2.97), (2.98) 

записано в форме 

       )()exp()( 32034403230 xuxcx с )exp( 3440 xc с )))(())((( 3

)2(

23

)1(

1
 xfCxfC ,     (5.23) 

                               ))(( 3

)( xf j
33 )(

1

)(
xp

p

pjj

x

j
jj eApe









  .                  (5.24) 

Дисперсионные уравнения для нормальных волн исследуемого типа в 

случае задания на гранях слоя краевых условий (5.2)–(5.5) могут быть 

соответственно записаны в форме  

0)()0()()0( )1()2()2()1(  hffhff ,                               (5.25) 

0))(())0(())(())0(( )1()2()2()1(  hffhff ,                         (5.26) 

0)())0(()())0(( )1()2()2()1(  hffhff ,                            (5.27) 

  0))()(0())()(0( )1()2()2()1(  hffhff .                            (5.28) 
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В результате численных исследований, в частности, проведен анализ 

эффектов наращивания значений параметра 
1  при фиксации величины параметра 

2  на траекторию низшей моды бегущих нормальных волн сдвига из 

дисперсионного спектра для свободного по граням слоя с двухфакторной 

экспоненциальной неоднородностью из материала рассматриваемого типа при 

выборе пар значений },{ 21   вида
 

}0.1,0.2{ 21   , }0.1,25.2{ 21   , 

}0.1,5.2{ 21   , }0.1,0.3{ 21    (рис. 5.8). Как показывают расчеты, при данном 

варианте варьирования параметров неоднородности траектории низшей моды 

становятся все более пологими со снижением фазовых скоростей 

соответствующих нормальных волн. 

В третьем из рассматриваемых случаев учета двухфакторной 

неоднородности при исследовании закономерностей распространения 

нормальных горизонтально поляризованных сдвиговых упругих волн вдоль 

произвольно ориентированного направления в плоскости слоя из функционально-

градиентного трансверсально-изотропного материала его модули упругости )( 3xcij
 

и параметр плотности )( 3x  соответственно описываются представлениями  

)exp()( 31440344 xcxc  , )exp()( 32660366 xcxc  , )exp()( 3203 xx   ,            (5.29) 

с действительнозначными коэффициентами неоднородности 
1 , 

2 . 

Уравнение стационарного динамического деформирования слоя в случае 

распространения волн исследуемого типа вдоль координатного направления 
1Ox  

принимает вид  

            ,0)()())()(( 20

2

660

2

032031440320

2

3440
3231  xukcexucxuce

xx        (5.30) 

а методика его аналитического интегрирования описана в п. 2.5 с получением 

представлений для базисных частных решений )(),( 3

)2(

3

)1( xfxf  в виде (2.108), 

(2.109) и (2.111), (2.112); получением выражений для комплексной амплитудной 

составляющей функции волновых перемещений )( 320 xu  в виде (2.113) и 

комплексной амплитудной составляющей динамических напряжений )( 3230 x  в 

виде (2.114).  
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Рисунок 5.8 – Влияние величин параметров неоднородности на траекторию 

низшей моды дисперсионного спектра: сплошная линия – }0.1,0.2{ 21   , 

штриховая – }0.1,25.2{ 21   , мелкий штрих – }0.1,5.2{ 21   , пунктирно-

штриховая – }0.1,0.3{ 21   . 

 

В итоге, дисперсионные уравнения для нормальных волн исследуемого типа 

в случае задания на гранях слоя краевых условий (5.2)–(5.5) также записываются 

в виде (5.25)–(5.28) с отвечающими данному случаю представлениями 

)(),( 3

)2(

3

)1( xfxf . 

Численные исследования для данного случая неоднородности материала 

слоя, как и выше в данном подразделе, реализованы применительно к 

функционально-градиентному материалу со значениями параметров 440c , 660с , 
0 , 

отвечающими керамике «цирконат-титанат свинца» для 01   и для 
2 , 

принимающего значения 1.0, 2.0, 3.0, 5.0, 7.0 соответственно. Представляемые на 

рисунках 5.9–5.13 результаты расчетов описывают вид фрагментов 

действительных ветвей спектров на диаграммах дисперсионных кривых для 



144 
 

рассматриваемого слоя толщины 
*h , имеющего свободные грани. Они указывают 

на эффект снижения значений частот запирания однопорядковых мод при данном 

варианте варьирования параметров рассматриваемой двухфакторной 

неоднородности функционально-градиентного материала слоя. 

 

Рисунок 5.9 – Действительные ветви спектра при параметрах неоднородности 

01  , 12   

 

Рисунок 5.10 – Действительные ветви спектра при параметрах неоднородности 

01  , 22   
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Рисунок 5.11 – Действительные ветви спектра при параметрах неоднородности 

01  , 32   

 

 

Рисунок 5.12 – Действительные ветви спектра при параметрах неоднородности 

01  , 52   
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Рисунок 5.13 – Действительные ветви спектра при параметрах неоднородности 

01  , 72   

Наряду с представленными в данном подразделе исследованиями в рамках 

тематического направления работы осуществлена также разработка методики 

получения нечетко-множественных оценок для фазовых скоростей нормальных 

волн сдвига в анизотропном функционально-градиентном слое с разбросом 

значений физико-механических параметров [29]. 

5.2. Волны сдвига в трансверсально-изотропном функционально-

градиентном слое с трехфакторной физико-механической неоднородностью 

 

В данном подразделе работы осуществляется дальнейшее исследование 

представленной в п. 2.6 модели распространения нормальных волн SH-типа вдоль 

координатного направления 1Ox  в отнесенном к прямоугольным безразмерным 

координатам 321 xxOx  с нормирующим параметром ][* мh  трансверсально-

изотропном функционально-градиентном слое }0,),{( 3221 hxRxxV   с 

направлением трехфакторной неоднородности и осью изотропии, коллинеарными 

3Ox , в котором физико-механические характеристики материала имеют вид 
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(2.128). Для рассматриваемой модели алгоритм интегрирования уравнения (2.130) 

относительно амплитудной функции )( 320 xu  описан в п. 2.6, а полученные на базе 

его применения базисные частные решения представлены в форме степенных 

рядов соотношениями (2.136)–(2.138).  

Полученные таким образом представления для комплексной амплитудной 

функции сдвиговых волновых упругих перемещений (2.139) и учет свойств 

(2.140) позволяют сформулировать дисперсионные соотношения 0),( kF  , 

описывающие закономерности распространения нормальных SH-волн в 

волноводах в виде рассматриваемого трансверсально-изотропного 

функционально-градиентного слоя с трехфакторной экспоненциальной 

неоднородностью при задании краевых условий вида (5.2), (5.3), а также 

дисперсионное соотношение для обобщенных локализованных горизонтально-

поляризованных сдвиговых волн Лява в структуре «трансверсально-изотропный 

функционально-градиентный слой V  из материала с трехфакторной 

экспоненциальной неоднородностью на однородном изотропном 

полупространстве )0,(3 x  с модулем сдвига ~  и плотностью ~ ». 

Для нормальных горизонтально-поляризованных сдвиговых волн в 

рассматриваемом слое V  с закрепленными граничными плоскостями  

                                 0),,(),,(),( 1

)2(

02

)1(

0  khakhakF  ;                            (5.31) 

для слоя V  со свободными граничными плоскостями 

                                 0),,(),,(),( 1

)2(

12

)1(

1  khakhakF  ;                            (5.32) 

для обобщенных локализованных волн Лява в структуре «трансверсально-

изотропный функционально-градиентный слой с трехфакторной 

экспоненциальной неоднородностью на однородном изотропном 

полупространстве» 

                    0),,()(),,()(),( 1

)2(

0

)2(

14402

)1(

0

)1(

1440  khaackhaackF  ,        (5.33) 

2/122 )~/~( k  . 

В процессе численной реализации представленной методики отдельно 

рассмотрен вопрос верификации запрограммированного алгоритма расчета 
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базисных решений вида (2.136)–(2.138). С этой целью рассматривались частные 

случаи однофакторной неоднородности 44 66   , и с использованием 

базисных частных решений амплитудных уравнений для этого случая в 

экспоненциальной форме (5.9), (5.10) 

)exp()exp()( 322311320 xAxAxu   , 

2/121 ))2/(()1(2/   q

q
, 

440

2

660

2

0 /)( ckc  , 

для компонентов которых могут быть записаны выражения 

                                    





0

3
1

31
!

)exp(
m

m
m

x
m

x


 , 





0

3
2

32
!

)exp(
m

m
m

x
m

x


 ,                        (5.34) 

конструировались соответствующие представления базисных решений в рядах 




0

3

n

n

nxa  с 00 a , 11 a , либо 10 a , 01 a , которые, соответственно, имеют вид 

                                            )(exp( 31x  )/())exp( 2132  x                                    (5.35) 

 

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3
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                                         )exp(( 312 x  )/())exp( 12321  x                             (5.36) 

 


0

3
1

2
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
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32112
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Контрольные расчеты осуществлялись для анализа совпадения в частном 

случае однофакторной неоднородности результатов вычислений ),,( 31 kx  , 

),,( 32 kx   с данными расчетов по формулам (5.35) и (5.36). 

На базе разработанной методики для ряда вариантов варьируемого задания 

параметров трехфакторной неоднородности физико-механических свойств слоя 

со свободными от напряжений плоскими гранями реализован расчетный анализ 

поведения низшей моды дисперсионного спектра, а также рассчитаны фрагменты 

диаграмм дисперсионных кривых для отдельных случаев выбора существенно 

увеличенных значений констант неоднородности. Значения физико-механических 

и геометрических параметров рассматриваемого волновода выбирались в 

следующем виде. Вводились два варианта задания приведенных физико-
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механических параметров 
440с , 

660с , 
0 : вариант 1 – 

*440 2cс  , 
*660 cс  , 

*0   , вариант 

2 – 
*440 cс  , 

*660 2cс  , 
*0   , где ][* Паc  и ]/[ 3

0 мкг  – соответствующие 

нормирующие величины. Параметр толщины слоя задавался в виде 
*5.0 hh  . Для 

коэффициентов неоднородности 
44 , 

66 , 
  рассматривались вариации значений 

,44 }4,2,{ ***66   , где ][ 1

**

h  – параметр нормировки.  

Результаты расчетов траекторий низшей моды спектра на диаграммах 

дисперсионных кривых исследуемых нормальных волн в зависимости от 

задаваемых величин показателей неоднородности 
44 , 

66 , 
  для варианта 1 

задания параметров 
440с , 

660с , 
0  представлены на рисунках 5.14–5.16, а для 

варианта 2 – на рисунках 5.17–5.19. На этих рисунках 
*

~
khk   – приведенное 

нормированное волновое число, )/(~
*

22

0 ch   – приведенный безразмерный 

частотный параметр. На всех графиках сплошные линии отвечают минимальным 

значениям варьируемого параметра, точечные – средним по величине значениям и 

мелкий штрих – максимальным значениям.  

Рисунки 5.14 и 5.17 описывают поведение низшей моды спектра при 

задании параметров неоднородности 
44 , 

66 , 
  в виде 

*44 h , }4,2,{ ***66 hhh , 

*5.0   ; рисунки 5.15 и 5.18 отвечает варианту задания параметров 
*44 h , 

*66 2h , }2,,5.0{ ***   ; рисунки 5.16 и 5.19 – варианту задания параметров 

*44 2h , 
*66 h , }2,,5.0{ ***   . 

 В качестве эффектов варьирования параметров неоднородности можно 

указать на увеличение фазовых скоростей бегущих нормальных волн низшей 

моды при росте значений параметра неоднородности 
66  и уменьшение фазовых 

скоростей этих волн при росте значений параметра неоднородности  

  для обоих вариантов задания характеристик 440с , 
660с , 

0 . 

 Наконец, на рисунках 5.20 и 5.21 соответственно представлены фрагменты 

диаграмм дисперсионных спектров исследуемых волн для вариантов задания 

параметров  

*440 2cс  , 
*660 96.0 cс  , 

*0   , 
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*44 001.0 h , 
*66 5h , 

*5   

и  

*440 2cс  , 
*660 96.0 cс  , 

*0   , 

*44 001.0 h , 
*66 001.0 h , 

*5  . 

 

 

Рисунок 5.14 – Траектория низшей моды для материала с первым вариантом 

модельных параметров в зависимости от величин показателей неоднородности   

*44 h , }4,2,{ ***66 hhh , 
*5.0   ;                             

 

Рисунок 5.15 – Траектория низшей моды для материала с первым вариантом 

модельных параметров в зависимости от величин показателей неоднородности  

*44 h , 
*66 2h , }2,,5.0{ ***   ;   



151 
 

 

Рисунок 5.16 –Траектория низшей моды для материала с первым вариантом 

модельных параметров в зависимости от величин показателей неоднородности  

*44 2h , 
*66 h , }2,,5.0{ ***   .         

                    

 

Рисунок 5.17 – Траектория низшей моды для материала со вторым вариантом 

модельных параметров в зависимости от величин показателей неоднородности   

*44 h , }4,2,{ ***66 hhh , 
*5.0   ;                             
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Рисунок 5.18 – Траектория низшей моды для материала со вторым вариантом 

модельных параметров в зависимости от величин показателей неоднородности  

*44 h , 
*66 2h , }2,,5.0{ ***   ; 

 

 

Рисунок 5.19–Траектория низшей моды для материала со вторым вариантом 

модельных параметров в зависимости от величин показателей неоднородности  

*44 2h , 
*66 h , }2,,5.0{ ***   . 
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Рисунок 5.20 – Фрагмент диаграммы дисперсионного спектра для вариантов задания 

параметров 
*440 2cс  , 

*660 96.0 cс  , 
*0   , 

*44 001.0 h , 
*66 5h , 

*5   

  

 

Рисунок 5.21 – Фрагмент диаграммы дисперсионного спектра для вариантов задания 

параметров *440 2cс  , 
*660 96.0 cс  , 

*0   , 
*44 001.0 h , 

*66 001.0 h , 
*5  . 
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5.3. Выводы по разделу 5 

1. В итоге представленных в данном разделе диссертационной работы 

исследований решены задачи получения дисперсионных соотношений, 

являющихся основой для последующего анализа спектральных, кинематических, 

силовых и энергетических характеристик в моделях распространения нормальных 

горизонтально поляризованных сдвиговых упругих волн вдоль произвольно 

ориентированного направления в плоскости слоя из характеризуемого для 

данного случая тремя физико-механическими параметрами функционально-

градиентного трансверсально-изотропного материала с двухфакторной 

экспоненциальной неоднородностью, описываемой тремя возможными 

сочетаниями двух различных экспоненциальных зависимостей для пары 

параметров упругости и параметра плотности, для пары из параметра плотности и 

одного из параметров упругих свойств и второго параметра упругости. 

2. Разработана методика получения дисперсионных уравнений для 

сдвиговых нормальных волн в функционально-градиентном трансверсально-

изотропном слое с трехфакторной экспоненциальной неоднородностью при 

различных экспоненциальных законах изменения каждой из физико-

механических характеристик материала по толщине в случаях задания граничных 

условий закрепленных плоских граней, свободных плоских граней и 

альтернативных условий закрепления одной и отсутствия напряжений на второй 

грани слоя. 

3. В рамках вычислительных экспериментов на основе описанной методики 

в частном случае проанализирована мера роста значений нормированных частот 

запирания для бегущих нормальных волн в исследуемом спектре для слоя с 

закрепленными гранями с ростом значения параметра однофакторной 

неоднородности с , а также получена оценка степени различия в траекториях 

соответствующих дисперсионных кривых, указывающей на увеличение фазовых 

скоростей бегущих волн из соответствующих ветвей спектра с ростом параметра 

неоднородности. 
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4. Осуществлены расчеты фрагментов диаграмм дисперсионных кривых для 

слоя с закрепленными границами из функционально-градиентного материала 

двухфакторной экспоненциальной неоднородностью, характеризуемой 

различающимися значениями параметров 
c  и 

 , указывающие на снижение 

частот запирания и соответственно уменьшение значений фазовых скоростей для 

волн однопорядковых мод в случае фиксации значения 
c  и наращивания 

величины 
 , а также на интенсивный рост значений указанных характеристик в 

случае фиксации значения 
  наращивания величины 

с . 

5. На базе численных исследований проведен анализ эффектов наращивания 

значений параметра двухфакторной неоднородности 
1  для характеристики 

66c  при 

фиксации величины параметра неоднородности 
2  для характеристик 

44c  и   на 

траекторию низшей моды бегущих нормальных волн сдвига из дисперсионного 

спектра для свободного по граням слоя и установлено, что в этом случае 

траектории низшей моды становятся все более пологими со снижением фазовых 

скоростей соответствующих нормальных волн. 

6. В результате расчетов фрагментов действительных ветвей дисперсионных 

спектров для функционально-градиентного слоя со свободными гранями 

показано, что при фиксации параметра двухфакторной неоднородности 
1  для 

характеристики 
44c  при наращивании величины параметра неоднородности 

2  

характеристик 
66c  и   наблюдается эффект снижения значений частот запирания 

однопорядковых мод.  

 7. Реализован расчетный анализ траекторий низшей моды спектра на 

диаграммах дисперсионных кривых исследуемых нормальных волн сдвига в слое 

со свободными от напряжений плоскими гранями для ряда вариантов 

варьируемого задания параметров трехфакторной неоднородности физико-

механических свойств функционально-градиентного слоя. 

8. Результаты изложенных в разделе исследований представлены в 

публикациях [29, 30, 38, 39, 40, 42, 44, 89]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В итоге изложенных в диссертационной работе исследований 

соответственно ее целям осуществлена разработка и апробация комплекса 

специализированных аналитико-числовых методов теоретического исследования 

спектров и свойств локализованных и нормальных упругих волн в 

полубесконечных анизотропных функционально-градиентных телах с 

описываемой двойными экспоненциальными функциями локализованной 

приповерхностной неоднородностью и функционально-градиентном слое с 

многофакторной неоднородностью экспоненциального типа, а также дана 

компьютерная реализация разработанных методов и проведены численные 

параметрические исследования анализируемых волновых полей с выявлением 

ведущих закономерностей в их структуре и свойствах. 

 При реализации заданий работы:  

1. Разработана и апробирована новая аналитическая математическая модель 

описания локализованных зон выраженной высокоградиентной 

приповерхностной однофакторной неоднородности физико-механических свойств 

функционально-градиентных материалов и асимптотического сглаживания их 

характеристик при отходе от границ вглубь рассматриваемых тел с 

использованием двойных экспоненциальных функций. 

2. На основе специальных вариантов итерационной аналитической 

методики получены базисные частные решения амплитудных волновых 

обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами и 

систем уравнений указанного типа в скалярных и векторных экспоненциальных 

рядах применительно к модели распространения сдвиговых упругих волн в 

полубесконечном трансверсально-изотропном функционально-градиентном 

массиве с описываемой двойными экспоненциальными функциями приграничной 

локализованной зоной неоднородности; применительно к модели 

распространения упругих волн P-SV типа в полубесконечном трансверсально-

изотропном функционально-градиентном массиве с описываемой двойными 
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экспоненциальными функциями приграничной локализованной зоной 

неоднородности, применительно к модели распространения произвольно 

ориентированных трехпарциальных поверхностных волн в функционально-

градиентном ортотропном полубесконечном массиве с описываемой двойными 

экспоненциальными функциями приграничной локализованной зоной 

неоднородности.  

3. На основе специальных вариантов итерационной аналитической 

методики получены базисные частные решения амплитудных волновых 

обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами, 

описывающих распространение сдвиговых нормальных упругих волн в 

функционально-градиентном слое в рамках моделей двухфакторной 

экспоненциальной неоднородности трансверсально-изотропной функционально-

градиентной среды. 

4. Разработана аналитическая методика интегрирования амплитудных 

волновых обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными 

коэффициентами, описывающих распространение сдвиговых упругих волн в 

рамках моделей общей трехфакторной экспоненциальной неоднородности 

трансверсально-изотропной функционально-градиентной среды. 

5. Осуществлен теоретический и численный анализ моделей 

распространения обобщенных поверхностных волн Лява в составных структурах 

«однородный изотропный слой на функционально-градиентном анизотропном 

полупространстве», «функционально-градиентный анизотропный слой на 

однородном анизотропном полупространстве», «функционально-градиентный 

экспоненциально-неоднородный анизотропный слой на функционально-

градиентном анизотропном полупространстве с приграничной неоднородностью» 

с использованием для описания локализованных зон неоднородности материалов 

полупространств двойных экспоненциальных функций. 

6. Осуществлен теоретический и численный анализ модели 

распространения поверхностных волн рэлеевского типа в функционально-

градиентном трансверсально-изотропном полупространстве с приграничной 
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локализованной зоной неоднородности, описываемой двойными 

экспоненциальными функциями. 

7. Осуществлен теоретический и численный анализ моделей 

распространения локализованных сдвиговых волн в однородном анизотропном 

слое между однотипными функционально-градиентными полупространствами, а 

также локализованных сдвиговых и продольно-сдвиговых волн в слое с 

симметричным законом поперечной неоднородности между однотипными 

функционально-градиентными трансверсально-изотропными полупространствами 

с использованием для описания зон приповерхностной неоднородности 

материалов полупространств двойных экспоненциальных функций.  

8. Реализовано получение и исследование отдельных вариантов 

дисперсионных соотношений для нормальных сдвиговых волн в трансверсально-

изотропном упругом слое с альтернативными вариантами двухфакторной 

экспоненциальной физико-механической неоднородности. 

9. Осуществлен теоретический и численный анализ модели 

распространения нормальных сдвиговых упругих волн в трансверсально-

изотропном слое с трехфакторной физико-механической неоднородностью. 

10. Установлены, систематизированы и обобщены некоторые новые 

фундаментальные физико-механические закономерности влияния факторов 

анизотропии и неоднородности отдельных классов упругих функционально-

градиентных материалов волноводов для обобщенных поверхностных волн Лява 

и Рэлея, и нормальных волн в анизотропном функционально-градиентном слое на 

дисперсионные, кинематические, силовые и энергетические характеристики волн 

исследуемого типа. Указаны сферы дальнейшего обобщения разработанных в 

диссертации подходов. 

11. Разработанные численно-аналитических методы, алгоритмы их 

компьютерной реализации, установленные и обобщенные свойства и 

закономерности анализируемых волновых процессов могут быть непосредственно 

использованы в предпроектном моделировании и конструкторских расчетах в 

области технологий шахтной пластовой сейсморазведки и других видов 
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геоакустических исследований, в области неразрушающего ультразвукового 

контроля, в области разработки усовершенствованных акустоэлектронных 

компонентов на поверхностных акустических волнах, в практике прочностных 

расчетов деталей машин и элементов строительных конструкций из анизотропных 

функционально-градиентных нанокомпозитных материалов. 
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