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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы. Развитие современных отраслей промышленности и 

техники тесно связано с созданием и применением новых материалов, важное ме-

сто среди которых занимают пьезоматериалы, обладающие магнитоэлектрическим 

эффектом. Элементы конструкций из таких материалов могут быть использованы 

при создании широкого диапазона устройств – от бытовых приборов до космиче-

ских аппаратов. Широкое распространение в качестве таких элементов конструк-

ций получили тонкие пластинки, находящиеся в условиях поперечного изгиба и 

называемые тонкими плитами.  

По разным техническим соображениям или технологическим и эксплуатаци-

онным причинам указанные элементы могут иметь концентраторы напряжений ти-

па отверстий и трещин. При эксплуатации таких конструкций под механическими 

и электромагнитными воздействиями вблизи таких дефектов элементов основные 

характеристики электромагнитоупругого состояния (ЭМУС) (напряжения, пере-

мещения, индукции, напряженности и потенциалы электромагнитного поля) могут 

достигать запредельных значений, что может приводить к разрушению конструк-

ций. Это нужно учитывать при проектировании и расчете конструкций на проч-

ность. Поэтому необходимо иметь надежные методы определения ЭМУС много-

связных электромагнитоупругих тонких плит и решения с их помощью приклад-

ных задач, возникающих при проектировании соответствующих конструкций.  

Степень разработанности проблемы. Несмотря на указанную практиче-

скую потребность в разработке методов и решении важных задач, до сих пор 

эффективные методы решения задач теории изгиба тонких электромагнитоупру-

гих многосвязных плит разработаны недостаточно. Многочисленные исследова-

ния проведены лишь для плит простейшей геометрии, чаще всего сплошных, из 

материалов простейшей микроструктуры.  

Известно, что при решении задач о напряженно-деформированном состоя-

нии многосвязных пластин достаточно надежные результаты получаются при 

использовании комплексных потенциалов. Это подтвердилось и использованием 
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этих функции при решении плоской задачи электромагнитоупругости для раз-

личных областей.  

Для случая изгиба тонких плит эти функции были введены лишь в послед-

ние годы. Через них были получены соотношения для основных характеристик 

ЭМУС, граничные условия для определения функций, решены некоторые задачи 

для односвязных областей.   

Методы же решения задач для произвольных многосвязных областей, 

включая случаи наличия в них бесконечных прямолинейных границ, не были раз-

работаны, не были решены многие важные для инженерной практики задачи и не 

изучены закономерности изменений ЭМУС различных многосвязных пьезоплит.  

Цель и задачи исследования. Целью работы является разработка методов 

решения задач об изгибе электромагнитоупругих тонких плит, решение реаль-

ных задач инженерной практики, исследование влияния физико-механических 

свойств их материалов, геометрических характеристик ослабляющих их отвер-

стий и трещин, их количества, взаимного расположения и сочетания на значения 

основных характеристик ЭМУС, установление качественных и количественных 

закономерностей изменений указанных величин. Для достижения этой цели 

необходимо было для различных классов задач 

– исследовать общий вид комплексных потенциалов; 

– найти для различных классов задач общие представления комплексных 

потенциалов в виде рядов с неизвестными коэффициентами; 

– для некоторых случаев односвязных плит получить точные аналитиче-

ские решения соответствующих краевых задач; 

– для каждой, из рассматриваемых классов задач в случае многосвязных 

плит, задачи приводить решение к переопределенной системе линейных алгеб-

раических уравнений по определению неизвестных коэффициентов рядов; 

– составить комплексы программ на алгоритмическом языке для числен-

ной реализации получаемых решений; 

– исследовать эффективность решений и достоверность получаемых резуль-

татов; 
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– проводить численные исследования с изучением закономерностей изме-

нения ЭМУС рассматриваемых плит при различных внешних механических и 

электромагнитных воздействиях. 

Объектом исследования является электромагнитоупругое состояние тон-

ких пьезоплит с отверстиями и трещинами в зависимости от способа внешнего 

воздействия, геометрических характеристик плит и физико-механических 

свойств их материалов. 

Предметом исследования является разработка математических методов 

определения электромагнитоупругого состояния тонких пьезоплит; получение 

решений новых классов задач с исследованием влияния геометрических и физи-

ко-механических характеристик плит на возникающее в них ЭМУС. 

Методы исследования. Для достижения сформулированной цели в работе 

развиты методы решения задач об изгибе тонких многосвязных электромагнито-

упругих плит, заключающиеся в построении общих представлений комплексных 

потенциалов для рассматриваемых классов задач, разложении голоморфных 

функций в ряды Лорана и по полиномам Фабера с неизвестными коэффициента-

ми, определяемыми из граничных условий. При наличии границ в виде беско-

нечной прямой широко использован метод интегралов типа Коши. В случае мно-

госвязных плит для удовлетворения граничным условиям использовался обоб-

щенный метод наименьших квадратов. Даны решения конкретных задач с иссле-

дованиями сходимости решений и достоверности получаемых результатов.  

Связь работы с научными программами, планами, темами. Проведен-

ные в работе исследования связаны с разработкой конкурсных фундаментальных 

научно-исследовательских проектов «Методы исследования линейных и нели-

нейных моделей статического и динамического деформирования анизотропных 

функционально-градиентных упругих тел» (№ госрегистрации 0120D000014, 

2020–2022 гг.) и «Численно-аналитические методы исследования волнового де-

формирования, ползучести, концентрации напряжений и сопряженных полей в 

новых классах анизотропных композитных и функционально-градиентных сред» 

(№ госрегистрации 124012400354-0, 2023–2025 гг.). Результаты исследований по 
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теме диссертации представлены в отчетных материалах по указанным НИР. 

Структура работы. Диссертационная работа состоит из введения, четырех 

разделов, заключения, списка использованной литературы, который содержит 212 

источников, и двух приложений. В работе 33 таблицы и 51 рисунок. Общий объем 

диссертации составляет 197 страниц, из которых 23 страницы занимает список 

литературы, 40 страниц – приложения. 

В первом разделе приведен аналитический обзор известных публикаций по 

теме диссертации и смежным темам, описаны формирование и развитие физических 

представлений и математических моделей магнитоэлектрического эффекта и 

электромагнитоупругости. Установлено, что до последнего времени по решению 

краевых задач теории изгиба тонких электромагнитоупругих плит были опубли-

кованы лишь отдельные работы для односвязных плит, и то для плит из пьезома-

териалов простейшей микроструктуры; в последние годы были сформулированы 

краевые задачи общей теории изгиба электромагнитоупругих тонких плит, введе-

ны комплексные потенциалы для их решения, исследованы свойства и общие 

представления этих функций для односвязных и многосвязных областей; но оста-

вались неразработанными методы нахождения комплексных потенциалов при 

решении различных практически важных классов, таких как многосвязные плита, 

полуплоскость и полоса с отверстиями, трещинами и выемами, хотя в результатах 

таких исследований есть большая практическая потребность.  

Во втором разделе представлены гипотезы и краевые задачи теории изгиба 

тонких электромагнитоупругих плит, исследованы основные соотношения для 

комплексных потенциалов, граничные условия для их определения, общие пред-

ставления этих функций для многосвязных областей. В этом же разделе получены 

точные решения задач об изгибе эллиптической плиты и бесконечной плиты с эл-

липтическим отверстием или трещиной. Проведены численные исследования, с 

помощью которых изучено влияние на ЭМУС плит физико-механических свойств 

их материалов. 

В третьем разделе диссертации дано решение задачи для многосвязной 

электромагнитоупругой плиты с отверстиями и трещинами при произвольном их 
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количестве, сочетании и расположении. Методами конформных отображений и 

разложения функций в ряды Лорана и по полиномам Фабера найдены общие 

представления комплексных потенциалов, содержащие неизвестные постоянные, 

определение которых обобщенным методом наименьших квадратов (ОМНК) при-

ведено к решению переопределенной системы линейных алгебраических уравне-

ний, решаемой с помощью сингулярного разложения. Приведены решения ряда 

конкретных задач для конечных и бесконечных плит с различными отверстиями 

круговых и эллиптических контуров, а также с трещинами. Исследования прово-

дились как с учетом электромагнитных свойств материалов, так и без их учета. 

Численными исследованиями определены влияния геометрических характеристик 

плит и физико-механических свойств их материалов на значения основных харак-

теристик ЭМУС. В третьем разделе также даны решения периодической и двоя-

копериодической задач об изгибе пьезоплиты с эллиптическими отверстиями или 

трещинами с анализом результатов численных исследований. Описаны результа-

ты численных исследований для плиты с периодическим рядом круговых отвер-

стий или трещин, двоякопериодической системой круговых отверстий с полным 

или частичным учетом пьезосвойств, без их учета. 

В четвертом разделе, с использованием методов интегралов типа Коши и 

ОМНК, получены решения задач об изгибе плит в виде многосвязных полуплос-

кости и полосы; даны решения ряда задач для полуплоскости и полосы с произ-

вольно расположенными отверстиями и трещинами, в том числе выходящими на 

прямолинейные границы. Исследовано влияние геометрических характеристик и 

физико-механических свойств материалов на значения основных характеристик 

ЭМУС.  

В заключении сформулированы и обобщены основные научные результа-

ты проведенных в работе теоретических и численно-аналитических исследова-

ний.  

На защиту выносятся следующие полученные в работе научные резуль-

таты: 

– разработка методов решения различных классов задач теории изгиба тон-
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ких электромагнитоупругих плит с отверстиями и трещинами; 

– установление для рассматриваемых классов задач общего вида ком-

плексных потенциалов;  

– получение для некоторых односвязных областей точных аналитических 

решений рассматриваемых задач; 

– получение для конечных или бесконечных многосвязных пьезопластин 

переопределенных систем линейных алгебраических уравнений по определению 

неизвестных коэффициентов рядов; 

– получение решения задач об изгибе пьезоплиты в виде полуплоскости с 

внутренними отверстиями и трещинами, основанного на использовании метода 

интегралов типа Коши и ОМНК с точным удовлетворением граничным услови-

ям на прямолинейной границе и приближенным на контурах отверстий и тре-

щин; 

– получение решений задач об изгибе пьезоплиты в виде полуплоскости 

или полосы с отверстиями и трещинами, в том числе выходящих на прямоли-

нейные границы, с приближенным удовлетворением граничным условиям как на 

контурах отверстий и трещин, так и на прямолинейных границах обобщенным 

методом наименьших квадратов;  

– решение ряда новых задач теории изгиба электромагнитоупругих плит с 

отверстиями и трещинами; 

– установление новых механических и электромагнитных закономерностей 

влияния геометрических характеристик пьезоплит и физико-механических 

свойств их материалов на значения основных характеристик ЭМУС. 

Научная новизна полученных результатов состоит в том, что 

– исследованы и установлены общие представления комплексных потенци-

алов теории изгиба тонких электромагнитоупругих плит в виде различных рядов 

с неизвестными коэффициентами;  

– получены, изучены и использованы точные аналитические решения задач 

об ЭМУС конечных и бесконечных односвязных пьезоплит; 

– решения задач для конечных и бесконечных многосвязных пьезоплит све-
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дены к переопределенным системам линейных алгебраических уравнений, реша-

емых методом сингулярного разложения;  

– с использованием метода интегралов типа Коши получены общие пред-

ставления комплексных потенциалов, точно удовлетворяющие граничным усло-

виям на прямолинейной границе многосвязной пьезополуплоскости, с дальней-

шим нахождением комплексных потенциалов задачи удовлетворением условиям 

на контурах внутренних отверстий и трещин обобщенным методом наименьших 

квадратов; 

– предложен подход приближенного удовлетворения (ОМНК) граничным 

условиям на всех границах многосвязных полуплоскости и полосы, позволяю-

щий решать задачи не только для случая внутренних отверстий и трещин, но и 

когда последние пересекают прямолинейные границы; 

– проведены алгоритмизация и численная реализация указанных решений 

на алгоритмическом языке С++; 

– установлен ряд новых механических закономерностей влияния физико-

механических свойств материалов плит, их геометрических характеристик и спо-

собов внешнего воздействия на значения основных характеристик ЭМУС. 

Достоверность полученных результатов и выводов работы обеспечивается 

корректным использованием соотношений механики деформируемого твердого 

тела; строгостью постановки задач и применяемых математических методов; ис-

пользованием проверенных математических и численных методов; высокой сте-

пенью точности удовлетворения граничных условий краевых задач, проверяемых 

в многочисленных точках границ, непротиворечивостью получаемых результатов 

известным представлениям о рассматриваемых физических явлениях; согласова-

нием получаемых результатов с известными в литературе для частных задач тео-

рии упругости или электроупругости. 

Практическая ценность полученных результатов состоит в возможно-

сти использования разработанных методов решения задач и программных средств 

для их численной реализации при расчетах, связанных с проектированием и опре-

делением рабочих параметров элементов конструкций в виде тонких плит из пье-
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зоматериалов с отверстиями и трещинами; в возможности получения численных 

результатов, позволяющих оценивать взаимовлияние отверстий и трещин, их ко-

личества, сочетания, расположения относительно друг друга и внешних границ, а 

также влияние физико-механических свойств материалов на значения основных 

характеристик ЭМУС. 

Апробация результатов работы. Основные положения работы были до-

ложены и обсуждены на ряде заседаний научного семинара по механике сплош-

ных сред кафедры теории упругости и вычислительной математики Донецкого 

государственного университета под руководством проф. С. А. Калоерова, на ряде 

научных конференций, в том числе: на V, VI, VII, VIII и IX Междунар. науч. 

конф. «Донецкие чтения: образование, наука, инновации, культура и вызовы со-

временности» (г. Донецк, 2020–2024 гг.), на XX Международной конференции 

«Современные проблемы механики сплошной среды» (г. Ростов-на-Дону, ЮФУ, 

2020 г.), на Междунар. мол. научн. форумах «ЛОМОНОСОВ–2021», «ЛОМОНО-

СОВ–2023», «ЛОМОНОСОВ–2025», на Междунар. конф. к юбилею ректора МГУ 

академика В. А. Садовничего «Математика в созвездии наук» (г. Москва, 2024 г.). 

Публикации. Основные научные результаты диссертации опубликованы в 

21 научной работе, из которых 11 статей в рецензируемых научных журналах, ре-

комендованных ВАК при Минобрнауки России, причем 5 из них в научных жур-

налах, индексируемых в наукометрической базе Scopus, 10 тезисов и материалов 

научных конференций. 

Личный вклад соискателя. Основные результаты получены автором са-

мостоятельно. В работах [41, 43–48, 56, 59–66, 69] соавтору С.А. Калоерову при-

надлежит участие в постановке задач, выборе метода исследования и обсужде-

нии получаемых результатов. В работах [44, 48, 64] соавтору А. Б. Мироненко 

принадлежит участие в проведении численных исследований и обсуждении по-

лученных результатов. 

Лично автору принадлежат такие, включенные в диссертационную работу 

и публикации, научные результаты: 

– получение общих представлений комплексных потенциалов для различ-
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ных классов задач в виде рядов с неизвестными коэффициентами; 

– получение переопределенных систем линейных алгебраических уравне-

ний по определению неизвестных коэффициентов рядов для каждой рассматри-

ваемой задачи; 

– установление общих представлений комплексных потенциалов для мно-

госвязных полуплоскости и полосы, порожденных применением к граничным 

условиям на прямолинейных границах метода интегралов типа Коши, с даль-

нейшим использованием ОМНК к граничным условиям на контурах отверстий и 

трещин; 

– распространение на задачи изгиба тонких электромагнитоупругих плит в 

виде полуплоскости и полосы методики, основанной на приближенном удовле-

творении граничным условиям с помощью ОМНК на всех границах; решение на 

этой основе ряда задач;  

– установление закономерностей изменения ЭМУС рассматриваемых пьез-

оплит при различных внешних механических и электромагнитных воздействиях в 

зависимости от геометрических характеристик плит и физико-механических 

свойств их материалов. 
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РАЗДЕЛ 1 

 

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ ПО ИЗУЧЕНИЮ МАГНИТОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

ЭФФЕКТА, СТАНОВЛЕНИЮ И РАЗВИТИЮ  

ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОСТИ 

 

 

1.1. Исследования по магнитоэлектрическому эффекту 

 

С момента открытия связи между электрическим и магнитным полями Ам-

пером и Фарадеем, которая позже была сформулирована в 19 веке Джеймсом 

Клерком Максвеллом в его знаменитых уравнениях [183], исследование электро-

магнетизма не прекращалось и в научном, и в технологическом отношениях.  

Начальным пунктом исследований магнитоэлектрического эффекта принято 

считать открытие Рентгена в 1888 году [191], заключающееся в том, что движу-

щийся диэлектрик при его помещении в электрическое поле изменяет свою 

намагниченность. Обратный эффект был выявлен и доказан в 1905 году Вильсо-

ном [208]. 

Следующий шаг на пути открытия магнитоэлектрического эффекта был 

сделан Пьером Кюри, который теоретически показал возможность одновременно-

го присутствия в одном кристалле как пьезоэлектрического, так и магнитного 

упорядочений [157].  

Само же открытие магнитоэлектрического эффекта произошло в 1957 году, 

когда академики Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшиц предсказали возможность суще-

ствования собственно магнитоэлектрического эффекта в некоторых веществах, 

обладающих определенной магнитной симметрией, и сформулировали условия 

для его возникновения [89]. Затем ученик Ландау И. Е. Дзялошинский при изуче-

нии этой проблемы в 1958 году [31] конкретно указал, какие именно вещества мо-

гут обладать данным эффектом. Годом позднее Д. Н. Астров провел многочис-

ленные эксперименты, которые показали, что вещества, названные 
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И. Е. Дзялошинским, действительно намагничиваются, если их поместить в элек-

трическое поле. Первым веществом, в котором был экспериментально измерен 

магнитоэлектрический эффект, стал кристалл оксида хрома 2 3Cr O  [4].  

Исследования обратного магнитоэлектрического эффекта первыми провели 

американские ученые Folen V. J., Rado G. T. и Stalder E. W [167]. Они также ис-

пользовали кристалл оксида хрома и измерили электрическую поляризацию, ин-

дуцированную магнитным полем. Тем не менее, практически сразу стало понятно, 

что техническое применение 2 3Cr O  невозможно из-за малой величины наблюда-

емого эффекта. Это вынудило исследователей искать альтернативные магнито-

электрические материалы.  

Вскоре было проведено большое количество исследований магнитоупоря-

доченных материалов, в которых экспериментально обнаружили магнитоэлектри-

ческий эффект [15, 192], причем было установлено, что в некоторых материалах 

возможно существование и нелинейного магнитоэлектрического эффекта [30, 85].  

Механизм магнитоэлектрического эффекта в антиферромагнетиках впервые 

был описан в работе Rado [187], где было показано, что электронные оболочки 

ионов деформируются при приложении электрического поля, что приводит к из-

менению магнитного момента магнитоактивного иона благодаря спин-

орбитальному взаимодействию. Основываясь на этом предположении, Rado пред-

ложил микроскопическую теорию магнитоэлектрического эффекта в антиферро-

магнетиках [189], которая получила дальнейшее развитие и в других работах для 

магнитоупорядоченных кристаллов [29, 148, 154, 188]. 

Наряду с возникновением поляризации под действием магнитного поля и 

намагниченности под действием электрического поля, в кристаллах были обна-

ружены дополнительные специфические эффекты, такие как: сдвиг линии резо-

нанса под действием электрического поля [8], электромагнитооптический эффект 

[84], эффект невзаимного вращения плоскости поляризации и двулучепреломле-

ния света [83], изменение магнитного спектра под действием электрического поля 

[134]. Кроме того, было обнаружено возникновение новых типов поверхностных 

волн в антиферромагнетиках, вследствие магнитоэлектрического взаимодействия 
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[9]. К настоящему времени выполнен большой объем работ по изучению магнито-

электрического эффекта в монокристаллических материалах, описаны их свой-

ства, а также перспективы дальнейшего использования [96, 97, 121, 177]. 

Однако, как показали исследования, магнитоэлектрический эффект в кри-

сталлах не обладает необходимыми характеристиками для его практического ис-

пользования. Поэтому следующим шагом стало изготовление композитных мно-

гофункциональных материалов, состоящих из двух раздельных фаз – магнито-

стрикционной и пьезоэлектрической. Физические свойства таких структур, как 

известно, определяются свойствами каждой из фаз в отдельности, а также их вза-

имодействием [182, 200, 201]. В связи с этим выделяют три класса свойств:  

– суммарные свойства (взвешенная сумма вкладов от составляющих фаз; 

например, вес определяется долей этих фаз); 

– пропорциональные свойства (проявляются в эффектах, величина которых 

больше для композита, нежели для отдельных составляющих его материалов); 

– умножаемые свойства (отсутствуют в материалах, но присутствуют в их 

композитах).  

В то время как суммарные и пропорциональные свойства определяют 

усреднение или улучшение эффекта, умножаемые свойства приводят к новым 

эффектам, образующимся от взаимодействия между составляющими композит 

материалами. Такие композиты используются для создания структур, обладаю-

щих магнитоэлектрическим эффектом из материалов, им не обладающих. Каче-

ственно прямой и обратный магнитоэлектрический эффект в таких композитах 

можно описать следующими выражениями:  

электрические свойства механические свойства
МЭ эффект

механические свойства магнитные свойства
   , 

магнитные свойства механические свойства
МЭ эффект

механические свойства электрические свойства
   . 

Принцип работы таких магнитоэлектрических композитов состоит в следующем: 

при приложении магнитного поля к образцу в результате магнитострикции в маг-

нитной фазу возникают деформации, передающиеся в пьезоэлектрической фазе, 
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которая поляризуется под воздействием этих деформаций в результате пьезоэф-

фекта. Также имеет место и аналогичный обратный эффект.  

Сначала была предложена концепция объемных магнитоэлектрических 

структур, которые представляют собой однофазные частицы или волокна, взве-

шенные в матрице другой фазы и изготавливаемые следующим образом. Сперва 

получают пудры из магнитострикционного материала и пьезоэлектрической ке-

рамики, их перемешивают, а затем прессуют. Полученные образцы подвергают 

длительному отжигу и затем поляризуют. После этого измеряют магнитоэлектри-

ческий эффект получившегося композита. 

Первым данную концепцию предложил Van Suchtelen в 1972 году [200]. А 

первые работы по созданию объемных композитов были проведены в Philips La-

boratory [149, 197, 198, 199], где в качестве первых компонентов брали титанат 

бария 3BaTiO  и феррит кобальта 2 4CoFe O .  

Справедливо отметить, что уже в 1948 году B. D. H. Tellegen на основе маг-

нитоэлектрических композитов предложил устройство, которое позже было 

названо гиратором Теллегена [195]. Композиты с сильными МЭ-эффектами не 

были известны в те времена, и поэтому гипотеза Теллегена о МЭ-устройстве 

практически не была реализована.  

Очевидно, что использование композитных материалов существенно рас-

ширило возможности, связанные с магнитоэлектрическим эффектом. Число регу-

лируемых исследователями параметров, влияющих на величину магнитоэлектри-

ческого эффекта и характеристики композита, значительно увеличилось. Для всех 

композитов верно, что механические напряжения должны передаваться между 

магнитной и пьезоэлектрической фазами с минимальными потерями для дости-

жения максимального эффекта. Также очевидно, что размер зерен, молярные доли 

компонентов, форма частиц и различные режимы спекания сильно влияют на ве-

личину эффекта. Несмотря на существенное увеличение значения магнитоэлек-

трического эффекта при комнатной температуре в объемных композитах по срав-

нению с кристаллами, полученные величины были далеки от желаемых и теоре-

тически предсказанных. Существует несколько важных проблем воспроизводи-
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мости и надежности, которые до сих пор остаются нерешенными: 1) сложность 

контроля взаимосвязи составляющих фаз; 2) химические реакции между фазами в 

процессе спекания; 3) пробой диэлектрика через низкоомную магнитострикцион-

ную фазу во время поляризации пьезоэлектрической фазы; 4) слабая механиче-

ская связь между фазами из-за механических дефектов, вызванных обработкой, 

таких как поры и трещины.  

Эти и другие проблемы использования объемных магнитоэлектрических 

композитов привели исследователей к идее о слоистых композитах, состоящих из 

чередующихся слоев магнитострикционного и пьезоэлектрического материалов. 

Впервые теоретическое исследование таких структур было предложено в 1993 го-

ду [170], а первая экспериментальная работа на эту тему была опубликована в 

2001 году [180]. В данной работе был получен рекордный по сравнению с объем-

ными композитами магнитоэлектрический коэффициент в двухслойных и много-

слойных структурах «никель-цинковый феррит – цирконат-титанат свинца», был 

проведен теоретический анализ и предложена модель, описывающая эксперимен-

тальные результаты.  

В связи с развитием тенденции к миниатюризации электронных устройств 

возникла потребность в получении магнитоэлектрических композитов, совмести-

мых с планарной технологией. В 2004 году исследователями были созданы пер-

вые столбчатые наноструктуры 3 2 4BaTiO CoFe O , состоящие из наностолбиков 

2 4CoFe O , выращенных перпендикулярно подложке 3SrTiO  и внедренных в мат-

рицу 3BaTiO  [122]. При этом столбчатая структура не препятствует растяже-

нию/сжатию наностолбиков в вертикальном направлении, благодаря чему нано-

композит может иметь явно выраженную магнитоэлектрическую связь.  

Исходя из исследований магнитоэлектрического эффекта в композитных 

структурах, можно сделать вывод, что на величину магнитоэлектрического эф-

фекта основное влияние оказывают 3 фактора [184]: 

1. Качество и параметры исходных материалов, которые использованы 

при создании магнитоэлектрических композитов (в частности, модули Юнга и 
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плотности, коэффициенты Пуассона, величины констант магнитострикции, пьезо-

электричества, магнитной и диэлектрической проницаемости и т.д.) 

2. Характеристики самих структур, таких как метод изготовления, тол-

щина и геометрия образцов.  

3. Внешние воздействия, к которым относят различные механические 

усилия, внешние магнитные и электрические поля, акустические колебания и т.д.  

Большое число экспериментальных работ по магнитоэлектрическому эф-

фекту привело к необходимости разработки теоретических моделей, описываю-

щих магнитоэлектрические взаимодействия в композитных структурах. Первая 

работа, в которой был рассчитан магнитоэлектрический коэффициент многослой-

ной структуры, была выполнена Harshe [170]. Большая часть последующих работ 

была основана на формулах, приведенных в этой статье.  

Существуют два основных подхода к исследованию магнитоэлектрических 

композитов. В первом подходе слоистая структура рассматривается как гомоген-

ный образец и записывают уравнения, общие для всей структуры [155], во втором 

рассматривают отдельно слои и их взаимодействие [203]. Последняя модель учи-

тывает только продольные деформации растяжения-сжатия, не учитывает изгиб-

ных и толщинных деформаций, и не описывает случая резонанса. В дальнейшем 

были предложены еще несколько методов исследования магнитоэлектрического 

эффекта, в частности, метод эквивалентной цепи [159] и метод функции Грина 

[98]. Для случая тонких и толстых пленок предложена модель, основанная на сво-

бодной энергии [111].  

Магнитоэлектрические материалы представляют собой огромный источник 

технологических применений, поскольку они могут одновременно демонстриро-

вать настраиваемые механические, магнитные, электрические/диэлектрические, 

тепловые и оптические свойства. Эти параметры также могут сочетаться друг с 

другом, создавая интересные эффекты перекрестного взаимодействия, которые 

еще больше повышают универсальность магнитоэлектрических материалов для 

новых применений. В зависимости от области применения к различным магнито-

электрическим материалам предъявляются различные требования. Однако в 
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большинстве случаев общие требования, которые должны строго соблюдаться 

при применении, таковы [204]: (а) магнитоэлектрические материалы должны об-

ладать значительными эффектами магнитоэлектрической связи, предпочтительно 

при комнатной температуре; (б) должны быть простыми в изготовлении и пред-

почтительно состоять из дешевых химических элементов и соединений; (в) долж-

ны быть пригодны для крупномасштабного производства и интеграции на уровне 

чипа/пластины; (г) должны быть пригодны для изготовления в микро- и наномас-

штабных размерах без потери функциональности.  

Большинству перечисленных выше требований сегодня удовлетворяют 

композиционные магнитоэлектрические материалы. Последние результаты иссле-

дований магнитоэлектрического эффекта в композиционных материалах, а также 

перспективы их практического использования приведены в работах [74, 107, 146, 

153, 162, 181, 184, 193]. 

 

 

1.2. Разработка моделей и методов электромагнитоупругости 

 

Открытие и изучение магнитоэлектрического эффекта, последующее ис-

пользование магнитоэлектрических материалов потребовали создания математи-

ческих методов решения задач электромагнитоупругости, исследования электро-

магнитоупругого состояния тел при действии на них механических сил, элеткри-

ческих и магнитных полей. И здесь в первую очередь использовались и распро-

странялись на задачи электромагнитоупругости результаты, полученные в клас-

сической теории упругости, бурное развитие которой происходило в XIX–XX вв.  

Разработка математических моделей и методов решения задач классической 

теории упругости связаны с многими выдающимися механиками и математиками, 

такими как И. И. Ворович [22], А. А. Ильюшин [35], С. Г. Лехницкий [90, 91], 

А. Ляв [95], Н. И. Мусхелишвили [105], В. Новацкий [109], Г. Н. Савин [123], 

Л. И. Седов [124, 125], С. П. Тимошенко [136] и многие другие. Благодаря их тру-

дам к настоящему времени построена строгая и стройная математическая теория 
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упругости, решен ряд важных задач теории и практики. Во второй половине XX в. 

интенсивно стали развиваться многие направления теории упругости, а также 

электроупругости и магнитоупругости.  

Разработку и изложение силовых, энергетических и деформационных кри-

териев разрушения можно найти в работах таких авторов, как Г. И. Баренблатт 

[6], Э. М. Ву [23], А. Н. Гузь [28], А. А. Каминский [71, 72], Л. М. Качанов [73], 

В. В. Панасюк [112, 113], В. З. Партон [114, 115], Г. П. Черепанов [141, 142], 

J. R. Rice [190] и др.  

Построение общих моделей электроупругих и магнитоупругих сплошных 

сред и связанных электро- и магнитомеханических эффектов представлены в ра-

ботах Д. Берлинкура, Д. Керрана и Г. Жаффе [7], В. Т. Гринченко, А. Ф. Улитко и 

Н. А. Шульги [25, 143], У. Кэди [88], Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица [89], 

В. З. Партона и Б. А. Кудрявцева [86, 87], Я. С. Подстригача, Я. Й. Бурака и 

В.Ф. Кондрата [120], A.C. Eringen и G. A. Maugin [163], D. Fang и J. Liu [166] и др.  

Параллельно, начиная с последней четверти XX в., происходило и бурное 

развитие электромагнитоупругости сплошных тел, когда последние, помимо пье-

зоэлектрического или пьезомагнитного эффектов, также обладают связанным 

магнитоэлектрическим эффектом. Описания общих моделей для различных клас-

сов задач теории электромагнитоупругости приводятся в работах таких авторов, 

как С. А. Амбарцумян [3], В. З. Партон и Б. А. Кудрявцев [116], А. Н. Гузь и 

Ф. Г. Махорт [26], Ж. Можен [104], В. Новацкий [110], J. B. Alblas [147], 

C. Eringen [164, 165], J. L. Volakis [202], C.-C. Wang [205] и др. Используя подхо-

ды данных авторов решены различные задачи электромагнитоупругости.  

 

 

1.3. Разработка методов и построение решений задач  

электромагнитоупругости 

 

К настоящему времени разработаны методы решения различных классов за-

дач электроупругости, магнитоупругости и электромагнитоупругости. Большин-
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ство из них посвящено решению двухмерных и плоских задач. При этом широкое 

применение здесь нашли методы обобщенных комплексных потенциалов. Ком-

плексные потенциалы плоской задачи электроупругости были введены в работах 

А. С. Космодамианского и В. Н. Ложкина [80, 81], а в работе [93] с их помощью 

решена задача для пластинки с эллиптическим отверстием. В работах С.А. Ка-

лоерова предложен комбинированный метод определения комплексных потенци-

алов, заключающийся в разложении искомых функций в ряды Лорана и по поли-

номам Фабера, нахождении неизвестных коэффициентов рядов из граничных 

условий методом наименьших квадратов. С использованием этого метода автором 

и его учениками решены многочисленные двумерные и плоские задачи электро-

упругости и магнитоупругости [39], термоэлектроупругости и термомагнитоупру-

гости [38, 68]. В монографии Д. И. Бардзокаса и М. Л. Фильштинского [5] реше-

ние двумерных задач электроупругости осуществляется методом граничных инте-

гральных уравнений.  

С использованием методов конформных отображений и разложений функ-

ций в ряды Фурье, M. Dai, P. Schiavone и C. -F. Gao [158] решили плоскую задачу 

для пьезоэлектрической полуплоскости с внутренним эллиптическим отверстием 

или трещиной.  

Решению трехмерных задач электроупругости и магнитоупругости посвя-

щены работы Ю. Н. Подильчука [117–119], для толстых пластин методы решения 

задач электроупругости предложены И. Ю. Хомой [139, 140].  

В статье W.-Y. Tian, U. Gabbert [196] определение электромагнитоупругого 

состояния бесконечной пластинки с произвольным расположением трещин сведе-

но к решению системы интегральных уравнений Фредгольма II рода, для решения 

которой применяется метод Чебышева. Они установили, что действие магнитного 

поля с положительной индукцией ведет к распространению трещины, в то время 

как действие магнитного поля с положительной индукцией препятствует этому.  

С использованием формализма Стро в работе [144] получено решение дву-

мерной задачи электромагнитоупругости для бесконечной пластинки с эллипти-

ческой полостью или трещиной.  
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M. Ayatollahi и M. Nourazar [151] рассмотрели плоскую задачу для электро-

магнитоупругой полуплоскости с множеством трещин. Они исследовали влияние 

границы электромагнитоупругой полуплоскости, а также взаимодействия между 

трещинами на коэффициенты интенсивности напряжения, электрического смеще-

ния и коэффициенты интенсивности магнитной индукции.  

В ряде работ [10, 11, 14, 36] Ватульяном А.О., Соловьевым А.Н. и их учени-

ками методами конечных элементов и интегральных уравнений решены различ-

ные задачи электроупругости, магнитоупругости и электромагнитоупругости.  

В монографии С. А. Калоерова и А. В. Петренко [40] изложены аналитиче-

ские и численно-аналитические методы решения двумерных и плоских задач 

электромагнитоупругости для тел с отверстиями и трещинами. Методом линейно-

го сопряжения дано решение задачи для пластинки с конечным числом трещин 

вдоль одной прямой. При помощи комплексных потенциалов электромагнито-

упругости авторами решены множественные двумерные и плоские задачи для ко-

нечных и бесконечных тел и пластинок с отверстиями и трещинами. С использо-

ванием методов интегралов типа Коши и наименьших квадратов решены некото-

рые задачи для полуплоскости и полосы с отверстиями и трещинами при произ-

вольном их расположении, количестве и сочетании. В работе [70] используя ме-

тоды теории функций комплексной переменной авторами исследовано электро-

магнитоупругое состояние бесконечной пластинки с криволинейными отверстия-

ми. В статье [55] с использованием комплексных потенциалов и обобщенного ме-

тода наименьших квадратов решена задача о действии температурного поля на 

многосвязную пластинку, а в работе [24] – на многосвязную полуплоскость. 

В статьях [16, 17] решены задачи о распространении трещин на внешней 

поверхности цилиндра, из поверхности отверстия. В работе [18] решена задача об 

упругопластическом деформировании пластинки с трещиной.  

В работах Ватульяна А. О., Кирютенко А. Ю., Наседкина А. В. [13], Насед-

кина А. В., Еремеева В. А. [108], Соловьева А. Н., Чебаненко В. А., Германчу-

ка М. С. [130, 132] решен ряд задач динамической электроупругости и термоэлек-

троупругости для пьезоэлектрических тел.  
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P. F. Hou [172, 173], используя метод функций Грина, предложил общее ре-

шение трехмерной задачи электромагнитоупругости для трансверсально-

изотропного тела в случае действия сосредоточенных сил, электрических зарядов 

и зарядов магнитных диполей, а также сосредоточенных источников тепла. В ра-

боте [171] рассмотрено взаимодействие электромагнитных и механических полей 

в электромагнитоупругой среде, которая содержит сфероидальное включение. 

R. Wang, Q. Han и E. Pan [207] получили аналитическое решение для трехмерной 

трансверсально-изотропной многослойной электромагнитоупругой пластины 

круглой формы. 

 

 

1.4 Разработка методов решения и исследования напряженно-

деформированного состояния по изгибу тонких плит 

 

Задачи теории упругости. Хотя проблемой определения напряженно-

деформированного состояния тонких плит уже с середины XVIII века занимались 

многие известные ученые, наиболее приемлимое решение было дано лишь в сере-

дине 1850 г. Кирхгоффом [178, 179], предложившим свою приближенную при-

кладную теорию изгиба тонких плит. Свою теорию он построил на основе двух 

гипотез, получивших ныне всеобщее признание. Эти гипотезы таковы: 1) каждая 

прямая, первоначально перпендикулярная к срединной плоскости пластинки, 

остается при изгибе прямой и перпендикулярной к срединной поверхности изо-

гнутой пластинки; 2) элементы срединной плоскости пластинки при малых про-

гибах пластинки не испытывают удлинения.  

Исходя из этих двух предпосылок, Кирхгофф нашел правильное выражение 

для потенциальной энергии изогнутой пластинки и, впоследствии, вывел извест-

ное уравнение изгиба пластинки 
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Кроме того, пользуясь принципом Сен-Венана, Кирхгофф в отличие от 
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Пуассона, заменил три граничных условия двумя, что позволило корректно ста-

вить краевые задачи для основного уравнения изгиба. 

Однако, хотя Кирхгоффом были выведены основные соотношения и вскоре 

нашли применения в акустике, широкое использование этой теории в инженерном 

деле началось лишь в XX столетии [135]. Выбором прогиба в виде некоторых 

функций, в частности тригонометрических рядов, был решен ряд задач для плит 

прямоугольной, эллиптической, треугольной, секторной форм. 

Во второй половине XX века были предложены методы сведения простран-

ственных задач теории упругости к двумерным, которые позволили рассматри-

вать задачи для пластин и оболочек, как частный случай задач для простран-

ственных упругих тел. При этом широкое развитие получили асимптотические 

методы сведения пространственных задач к двумерным задачам, с помощью ко-

торых решения трехмерных задач ищутся в виде некоторых разложений по без-

размерным параметрам (чаще всего зависящим от толщины), асимптотическим в 

некоторой области их изменения. Эти методы предложены в работах Ворови-

ча И. И. и его учеников [1, 2, 22], для многосвязной области – в работах Космода-

мианского А. С. и его учеников [79]. Анализ и классификация этих методов также 

даны в работах Воровича И. И. [20, 21], Гузя А. Н. и Немиша Ю. Н. [27], Кильчев-

ского Н. А. [75], Устинова Ю. А. и Шленева М. А. [137].  

Особенно интенсивно стала развиваться теория изгиба тонких плит в ре-

зультате приложения к ней теории функций комплексного переменного. 

Впервые задачу об изгибе изотропной плиты с помощью функций ком-

плексного переменного в 1928 году решил Лурье А. И. [94], он рассмотрел произ-

вольно нагруженную круглую плиту, опертую по краю. В 1938 году Лехниц-

кий С. Г. [90], рассматривая изотропную плиту как частный случай анизотропной, 

снова получил основные соотношения для комплексных потенциалов, в том числе 

граничные условия. Эти условия по своей структуре оказались такими же, как 

аналогичные граничные условия первой и второй основных задач плоской задачи 

теории упругости.  

Для случая изотропных плит Космодамианским А.С. и Ивановым Г. М. [78] 
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были найдены общие представления этих комплексных потенциалов, решен ряд 

задач. В частности, разложением искомых функций в ряды Лорана и по полино-

мам Фабера были получены общие представления комплексных потенциалов с 

неизвестными коэффициентами, которые определялись из граничных условий ме-

тодом рядов. На этой основе были решены задачи для круглой или эллиптической 

плиты с круговым или эллиптическим отверстиями под действием моментов на 

контурах, сосредоточенных сил и моментов во внутренних точках, нормальной 

нагрузки  ,q x y  по основанию плиты [78, 92]. Рассматривались случаи бесконеч-

ной плиты с круговыми контурами с использованием метода рядов, случаи кусоч-

но-однородных плит с упругими включениями кругового [102], эллиптического 

[32], криволинейного [103] форм. 

Исследования для анизотропных плит долгое время не проводились, хотя ос-

новы прикладной теории изгиба анизотропных плит были разработаны еще во 

второй половине XIX века в работах Геринга Ф. Д. [169], Буссенеска Ж. В. [156] и 

Губера М. Т. [174, 175]. Широкомасштабное исследования по определению 

напряженно-деформированного состояния анизотропных плит началось лишь в 

30-е годы XX века с введения Лехницким С. Г. [90] комплексных потенциалов и 

получения основных соотношений. Им через эти функции была получены выра-

жения для основных характеристик, граничные условия для определения функ-

ций, впервые была решена задача об изгибе плиты с эллиптическим отверстием. В 

дальнейшем с использованием этих функций был решен ряд задач. При этом го-

ломорфные в соответствующих областях функции разлагались в ряды Лорана и 

по полиномам Фабера с неизвестными коэффициентами, которые определялись из 

граничных условий методом рядов. Были решены задачи для круглой или эллип-

тической плиты с круговым или эллиптическим отверстиями под действием рас-

пределенных моментов или поперечных усилий на контурах, сосредоточенных 

сил [33, 76, 99, 101]. Рассматривались также случаи кусочно-однородных плит с 

упругими включениями кругового [100], эллиптического [77] форм. Были даны и 

решения задач для случаев действия усилий по основанию плиты поверхностных 

сил [99, 101], но эти решения оказались неверными из-за использования неверно-
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го общего вида комплексных потенциалов.  

Общие представления комплексных потенциалов теории изгиба многосвяз-

ных анизотропных плит были установлены лишь в работе Калоерова С.А. [49]. С 

использованием этих представлений и обобщенного метода наименьших квадра-

тов для определения комплексных потенциалов были решены задачи об изгибе 

многосвязных анизотропных плит с эллиптическими и криволинейными отвер-

стиями [42, 57]. 

Для решения задач изгиба анизотропных плит с каноническими контурами 

использовались и методы, отличные от методов комплексных потенциалов. В ра-

ботах [185, 194] решены задачи об изгибе круглой и эллиптической ортотропных 

плит под действием равномерно распределенной нормальной нагрузки  ,q x y . 

Многочисленные исследования напряженно-деформированного состояния анизо-

тропных плит проведены численными методами, прежде всего методом конечных 

элементов [12, 34, 131].  

Задачи электромагнитоупругости. Задачи электромагнитоупругого изгиба 

тонких плит без использования теории функций комплексного переменного ре-

шались многими.  

Так, S.-P. Xu и W. Wang [209] получили аналитическое решение для изгиба 

бесконечной трансверсально-изотропной пьезоэлектрической плиты с круглым 

отверстием. В работе [150] изучено термоэлектромеханическое поведение много-

слойной нанопластины при изгибе. Многослойная нанопластина подвергается по-

перечному механическому воздействию, двухпараметрическому повышению тем-

пературы и трехмерному электрическому потенциалу с приложенным напряжени-

ем. Показано, что с увеличением параметров температуры или электрической 

напряженности прогиб многослойной нанопластины увеличивается.  

E. Pan и P Heyliger [186], с использованием формализма Stroh, решили зада-

чу об изгибе прямоугольной плиты. Они показали, что при изгибе многослойной 

магнитоэлектрической плиты перемещения и напряжения изменяются по толщине 

по линейному закону, а потенциалы электрического и магнитного полей – по 

квадратичному.  
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G. Gales и N. Baroiu [168] определили влияние концентрации заряда на из-

гиб бесконечной пьезоэлектромагнитной тонкой пластины.  

В работе [206] авторы, используя нелинейную теорию изгиба плит Фёппля – 

фон Кармана, исследовали изгиб прямоугольной электромагнитоупругой плиты с 

линейно изменяющейся толщиной. Показано, что нелинейный прогиб электро-

магнитоупругой плиты с линейно изменяемой толщиной уменьшается с увеличе-

нием соотношения сторон прямоугольника; с увеличением параметра конусности 

плиты (её утолщения вдоль оси x ) электрический и магнитный потенциалы рас-

тут, а их максимум смещается в сторону утолщения.  

Y. Yang и X.-F. Li [211] расширили классическую теорию изгиба тонких 

плит Кирхгоффа на случай круглых электромагнитоупругих наноплит с поверх-

ностными эффектами, такими как поверхностная упругость, поверхностное оста-

точное напряжение, поверхностные пьезоэлектричество и пьезомагнетизм. Они 

выяснили, что поверхностные эффекты увеличивают эффективную жесткость 

наноплиты и уменьшают её прогиб. 

В работе W. Feng, Z. Yan, J. Lin, C. Z. Zhang [152] на основе нелокальной 

теории и теории пластин Миндлина построена модель изгиба конечных сплош-

ных электромагнитоупругих нанопластин, опирающихся на упругое основание 

Пастернака.  

W. Shen и др. [145] предложили свою модель изгиба зависящих от микро-

структуры трансверсально-изотропных круглых электромагнитоупругих плит 

Кирхгоффа. С помощью рядов Фурье-Бесселя, проведены численные исследова-

ния для защемленной круглой электромагнитоупругой плиты, подвергнутой рав-

номерно распределенной постоянной нагрузке. В работе показано, что эффект 

электромагнитоупругой связи играет важную роль в вычислении прогиба, элек-

трического и магнитного потенциалов. 

С использованием нелинейного геометрического уравнения фон Кармана и 

теории сдвиговой деформации высшего порядка Y.-F. Zheng, L.-L. Xu и C.-P. Chen 

[212] провели нелинейный анализ изгиба прямоугольных электромагнитоупругих 

композитных пластин под действием механической или магнитоэлектрической 
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нагрузки. Они выяснили, что положительное магнитное поле или положительное 

электрическое поле могут замедлить деформацию электромагнитоупругой пла-

стины, и напротив, отрицательное электрическое или магнитное поле может 

ускорить ее деформацию. Также они определили, что увеличение внешней 

нагрузки может усилить магнитоэлектрический эффект в плите, а магнитный или 

электрический потенциал в электромагнитоупругой прямоугольной пластине по-

степенно уменьшается от середины к обоим концам. 

C. Hwu и W. Becker [176] показали, как с помощью формализма Stroh мож-

но получить общую постановку задачи для различных типов материалов (анизо-

тропных, пьезоэлектрических, пьезомагнитных, электромагнитоупругих, вязко-

упругих) и различных деформаций (двумерные внутри- и антиплоские, боковые 

нагрузки, изгибающие моменты, трехмерные). Представлено общее решение за-

дачи для бесконечной пластинки, в точке которой действует сосредоточенная си-

ла, и для бесконечной пластинки с эллиптическим отверстием или трещиной. Од-

нако, никакие численные результаты авторами не представлены.  

В описанных выше работах по решению связанных задач об изгибе элек-

тромагнитоупругих плит рассматривались лишь односвязные области.  

Калоеровым С. А. [50, 51, 53] были введены комплексные потенциалы тео-

рии изгиба тонких электромагнитоупругих плит, получены выражения основных 

характеристик электромагнитоупругого состояния плит (поперечные силы, меха-

нические моменты, моменты электрической и магнитной индукций), граничные 

условия для определения этих функций, общий вид этих функций для плит; с их 

использованием решены некоторые задачи для односвязных плит. С использова-

нием этих комплексных потенциалов, разрабатывая методы определения этих 

функций, можно решать различные классы задач теории изгиба тонких много-

связных электромагнитоупругих тонких плит.  
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1.5. Выводы к разделу 1 

 

В данном разделе приведен обзор литературы по теме диссертации и смеж-

ным темам, описаны исследования магнитоэлектрического эффекта, по разработ-

ке моделей электроупругости, магнитоупругости и электромагнитоупругости, а 

также методов решения и решению различных задач об электромагнитоупругом 

состоянии тел.  

Из приведенного обзора литературы следует, что к настоящему времени 

сравнительно хорошо изучен магнитоэлектрический эффект в твердых деформи-

руемых телах; разработаны математические основы электромагнитоупругости, 

предложены различные методы решения плоских, двумерных и трехмерных за-

дач; решены многочисленные плоские задачи для односвязных и многосвязных 

областей.  

Для случаев изгиба тонких плит простейшей микроструктуры и геометрии 

(сплошных) выполнены многочисленные работы по определению их ЭМУС. 

Введены комплексные потенциалы теории изгиба тонких электромагнито-

упругих плит, позволяющие решать задачи для плит с произвольными отверстия-

ми и трещинами; с использованием этих функций решены задачи для односвяз-

ных плит. Но не разработаны методы определения этих комплексных потенциа-

лов и не решены различные классы задач в случае многосвязных плит с отверсти-

ями и трещинами. Поэтому многие важные с практической точки зрения частные 

задачи остались нерешенными.  

В связи с этим тема диссертационной работы, посвященная разработке ме-

тодов и построению решений различных классов задач теории изгиба электромаг-

нитоупругих плит, актуальна и в ней необходимо было:  

1. исследовать общий вид комплексных потенциалов; 

2. разработать методы решения задач об изгибе электромагнитоупругих 

многосвязных тонких плит с отверстиями и трещинами; 

3. решить новые классы задач по определению электромагнитоупругого со-

стояния тонких конечных и бесконечных многосвязных пьезоплит, полуплоскости 
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и полосы с произвольными отверстиями, трещинами и выемами;  

4. исследовать эффективность разработанных методов и достоверность по-

лучаемых при их использовании результатов; 

5. проводить численные исследования с установлением закономерностей 

влияния физико-механических параметров материалов, геометрических размеров 

отверстий и трещин, их количества, взаимного расположения относительно друг 

друга и внешних границ на значения основных характеристик электромагнито-

упругого состояния плиты. 
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РАЗДЕЛ 2 
Equation Section 2 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ИЗГИБА ТОНКИХ  

ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГИХ ПЛИТ И ИХ РЕШЕНИЕ 

С ПОМОЩЬЮ КОМПЛЕКСНЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

 

 

2.1. Основная система уравнений трехмерной 

теории электромагнитоупругости 

 

Под внешними механическими и электромагнитными воздействиями в пье-

зотелах возникают напряжения, деформации и электромагнитные поля. При этом, 

если деформации в теле малы, его материал обладает прямолинейной анизотропи-

ей и в каждой его точке имеется плоскость материальной симметрии, то возника-

ющие в ней напряжения, деформации, индукции и напряженности поля удовле-

творяют системе уравнений электромагнитоупругости, состоящей из уравнений 

равновесия [105] 

τσ τ
0xyx xz

x y z

 
  

  
, 

τ σ τ
0xy y yz

x y z

  
  

  
, 

ττ σ
0yzxz z

x y z

 
  

  
,                                                                        (2.1) 

уравнений вынужденной электромагнитостатики [21, 133, 183] 
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0yx EE
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,                                                 (2.3) 

уравнений электромагнитоупругого состояния (ЭМУС) [7, 106] 

11 12 13 14 15 16ε σ σ σ τ τ τx x y z yz xz xys s s s s s        

11 21 31 11 21 31x y z x y zg D g D g D p B p B p B      , 

12 22 23 24 25 26ε σ σ σ τ τ τy x y z yz xz xys s s s s s        

12 22 32 12 22 32x y z x y zg D g D g D p B p B p B      , 

13 23 33 34 35 36ε σ σ σ τ τ τz x y z yz xz xys s s s s s        

13 23 33 13 23 33x y z x y zg D g D g D p B p B p B      , 

14 24 34 44 45 46γ σ σ σ τ τ τyz x y z yz xz xys s s s s s        

14 24 34 14 24 34x y z x y zg D g D g D p B p B p B      , 

15 25 35 45 55 56γ σ σ σ τ τ τxz x y z yz xz xys s s s s s        

15 25 35 15 25 35x y z x y zg D g D g D p B p B p B      , 

16 26 36 46 56 66γ σ σ σ τ τ τxy x y z yz xz xys s s s s s        

16 26 36 16 26 36x y z x y zg D g D g D p B p B p B      , 

11 12 13 14 15 16σ σ σ τ τ τx x y z yz xz xyE g g g g g g         

11 12 13 11 12 13x y z x y zD D D B B B            , 

21 22 23 24 25 26σ σ σ τ τ τy x y z yz xz xyE g g g g g g         

12 22 23 12 22 23x y z x y zD D D B B B            , 

31 32 33 34 35 36σ σ σ τ τ τz x y z yz xz xyE g g g g g g         

13 23 33 13 23 33x y z x y zD D D B B B           , 

11 12 13 14 15 16σ σ σ τ τ τx x y z yz xz xyH p p p p p p         

11 12 13 11 12 13x y z x y zD D D B B B            , 

21 22 23 24 25 26σ σ σ τ τ τy x y z yz xz xyH p p p p p p         
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12 22 23 12 22 23x y z x y zD D D B B B            , 

31 32 33 34 35 36σ σ σ τ τ τz x y z yz xz xyH p p p p p p         

13 23 33 13 23 33x y z x y zD D D B B B            ,          (2.4) 

соотношений Коши для малых деформаций и потенциальности электрического и 

магнитного полей 
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,   
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,   

ψ
zH
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.                                              (2.5) 

Здесь ijs  – коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных 

индукциях электрического и магнитного полей, ijg  и ijp  – пьезоэлектрические и 

пьезомагнитные коэффициенты деформации и напряженностей, измеренные при 

постоянных напряжениях и индукциях, ij , ij , ij  – соответственно коэффици-

енты диэлектрической, магнитной и электромагнитной восприимчивостей, изме-

ренные при постоянных напряжениях; φ  и   – потенциалы электрического и 

магнитного полей. 

Систему уравнений (2.1) – (2.5) нужно интегрировать при заданных на гра-

нице условиях. В частности, если на границе заданы внешние усилия nX , nY , nZ  

и индукции nD , nB , то краевые условия имеют вид 

     σ cos τ cos τ cosx xy xz nnx ny nz X   , 

     τ cos σ cos τ cosxy y yz nnx ny nz Y   , 

     τ cos τ cos σ cosxz yz z nnx ny nz Z   , 

     cos cos cosx y z nD nx D ny D nz D   , 
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     cos cos cosx y z nB nx B ny B nz B   .                                       (2.6) 

Аналогичные условия имеют место в других случаях. 

Кроме соотношений (2.1) – (2.5), должны выполняться уравнения совмест-

ности Сен-Венана [105] 

2 22

2 2

ε γεy xyx

x yx y

 
 

  
, 

2 22

2 2

ε γε y yzz

y zy z

 
 

  
, 

2 22

2 2

ε γεx xzz

z xz x

 
 

  
, 

2γ γγ ε
2

yz xyxz z

z x y z x y

   
         

, 

2γ γγ ε
2

xy zyxz x

x y z x y z

   
         

, 

2γ γ εγ
2

xy yz yxz

y z x y z x

   
         

.                                                     (2.7) 

Решив систему (2.1) – (2.5), найдём напряжения, деформации, перемещения, 

индукции и напряжённости электрического и магнитного полей в любой точке те-

ла. 

 

 

2.2. Гипотезы прикладной теории изгиба тонких 

электромагнитоупругих плит 

 

Рассмотрим тонкую пластинку из пьезоматериала постоянной толщины 2h , 

отнесенную к прямоугольной системе координат Oxyz  с плоскостью Oxy , совпа-

дающей со срединной плоскостью плиты (рисунок 2.1), и находящуюся под дей-

ствием нормальных усилий σ ( , )z q x y   по верхнему основанию и произвольных  
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внешних воздействий по боковой поверхности так, 

что ее срединная плоскость искривляется. Такую 

пластинку принято называть тонкой плитой.  

Обозначим занимаемую срединной плоско-

стью плиты область через S  и будем считать, что 

имеют место гипотезы Кирхгоффа [178, 179]:  

1. В каждой точке плиты имеется плоскость материальной симметрии, па-

раллельная срединной плоскости. 

2. Прямолинейные отрезки, нормальные к срединной плоскости до деформа-

ции, при изгибе плиты остаются прямолинейными и нормальными к изогнутой сре-

динной поверхности и не меняют своей длины. 

3. Срединная поверхность плиты является нерастяжимой, т. е. при 0z   пе-

ремещения u  и v  равны нулю;  

4. Влияние взаимодействия продольных слоев плиты на удлинения и сдвиги 

материальных волокон, лежащих в этих слоях, малы и ими можно пренебречь, в 

связи с чем напряжениями σz  можно пренебречь. 

Дополним эти гипотезы гипотезами на электромагнитные свойства [51]: 

компоненты векторов электрической и магнитной индукций по толщине и на ос-

нованиях равны нулю ( 0z zD B  ).  

Исходя из принятых гипотез, как и в классической теории изгиба тонких 

плит [78], получим, что перемещения w  по оси, перпендикулярной срединной 

плоскости плиты (прогиб плиты) зависят только координат в срединной плоско-

сти плиты ( , )w w x y , а для остальных перемещений имеют место равенства  

w
u z

x


 


, 

w
v z

y


 


. Следовательно, для деформаций имеют место равенства 

0z xz yz      ,   

2

2x
w

z
x


  


,   

2

2y
w

z
y


  


,   

2

2xy
w

z
x y


  

 
,                                (2.8) 

 x

y z

2h O

Рисунок 2.1 
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по аналогии с которыми электрический и магнитный потенциалы выберем линей-

ными функциями от z  [51]:  

0( , ) ( , )х y z х y   ,  

0( , ) ( , )х y z х y   ,                                                                             (2.9) 

где 0 ( , )х y , 0 ( , )х y  – функции координат в срединной плоскости, называемые в 

дальнейшем плотностями потенциалов электрического и магнитного полей по 

толщине плиты. Тогда для напряженностей будем иметь  

0 ( , )
x

х y
E z

x


 


,   0 ( , )

y
х y

E z
y


 


,   0 ( , )zE х y  , 

0 ( , )
x

х y
H z

x


 


,   0 ( , )

y
х y

H z
y


 


,   0 ( , )zH х y  ,           (2.10) 

т. е. компоненты xE , yE , xH , yH  являются нечетными функциями толщиной ко-

ординаты z , а компоненты zE , zH  не зависят от этой координаты. На основании 

уравнений состояния такие же связи получаются для компонент векторов индук-

ций: 

( , )x xD zD х y ,   ( , )y yD zD х y ,   ( , )z zD D х y , 

( , )x xB zB х y ,   ( , )y yB zB х y ,   ( , )z zB B х y .                           (2.11) 

Учитывая это, уравнения (2.2) перепишем в виде 

0yx DD

x y


 

 
,   0yx BB

x y


 

 
.                                                    (2.12) 

В силу наличия плоскости материальной симметрии плиты уравнения элек-

тромагнитоупругого состояния примут вид [51] 

11 12 16 11 21 11 21ε σ σ τx x y xy x y x ys s s g D g D p B p B       , 

12 22 26 12 22 12 22ε σ σ τy x y xy x y x ys s s g D g D p B p B       , 

16 26 66 16 26 16 26γ σ σ τxy x y xy x y x ys s s g D g D p B p B       , 

11 12 16 11 12 11 12σ σ τx x y xy x y x yE g g g D D B B           , 

21 22 26 12 22 12 22σ σ τy x y xy x y x yE g g g D D B B            , 

11 12 16 11 12 11 12σ σ τx x y xy x y x yH p p p D D B B            , 
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21 22 26 12 22 12 22σ σ τy x y xy x y x yH p p p D D B B            ,        (2.13) 

из которого следует вторая форма записи этих уравнений 

11 12 16 11 21 11 21σ ε ε γx x y xy g x g y p x p yb b b c E c E c H c H       , 

12 22 26 12 22 12 22σ ε ε γy x y xy g x g y p x p yb b b c E c E c H c H       , 

16 26 66 16 26 16 26ε ε γxy x y xy g x g y p x p yb b b c E c E c H c H        , 

11 12 16 11 12 11 12ε ε γx g x g y g xy x y x yD c c c c E c E c H c H           , 

21 22 26 12 22 12 22ε ε γy g x g y g xy x y x yD c c c c E c E c H c H           , 

11 12 16 11 12 11 12ε ε γx p x p y p xy x y x yB c c c c E c E c H c H           , 

21 22 26 12 22 12 22ε ε γy p x p y p xy x y x yB c c c c E c E c H c H           ,(2.14) 

где коэффициенты связи получаются как элементы обратной матрицы 

11 12 16 11 21 11 21

12 22 26 12 22 12 22

16 26 66 16 26 16 26

11 12 16 11 12 11 12
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c c c c c c c
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2

s s s g g p p

s s s g g p p

s s s g g p p

g g g

g g g

p p p

p p p

 
        
          
                 
            

1











.(2.15) 

Учитывая выражения (2.8), (2.10), из формул (2.14) получим  

σ σx xz   ,   σ σy yz   ,   τ τxy xyz   , 

x xD zD   ,   y yD zD   , 

x xB zB   ,   y yB zB   ,                                                                  (2.16) 

где 

2 2 2
0 0

11 16 12 11 212 2
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, 
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.               (2.17) 

Учитывая выражения (2.16), из первых двух уравнений (2.1) найдем 

ττ σ xyxz xz
z x y

  
     


, 

τ τ σyz xy y
z

z x y

   
     

 
. 
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Проинтегрировав эти равенства по z , получим  

2
1

σ1
τ ( , )

2
xyx

xz z A x y
x y

 
     


, 

2
2

τ σ1
τ ( , )

2
xy y

yz z A x y
x y

  
     

 
.                                                 (2.18) 

Учитывая, что напряжения (2.18) на основаниях плиты должны удовлетво-

рять условиям 

σ ( , )z q x y  ,   τ τ 0xz yz     при z h  , 

τ τ 0z xz yz       при z h ,                                                         (2.19) 

для функций 1( , )A x y  и 2 ( , )A x y  найдем выражения  

2
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xyxh

A x y
x y
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τ σ
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2
xy yh

A x y
x y

  
     

 
. 

Тогда из формул (2.18) с учетом (2.17) получим равенства  
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,        (2.20) 
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из которых видно, что напряжения τxz , τ yz  по толщине плиты изменяются по за-

кону квадратичной параболы, принимая наибольшие значения в точках ее сре-

динной плоскости и обращаясь в нуль на основаниях плиты. 

 

 

2.3. Выражения основных характеристик ЭМУС через 

прогиб плиты и плотности потенциалов 

 

Интегрированием по толщине плиты соответствующих основных (на основ-

ных площадках) напряжений и индукций, а также плотностей потенциалов элек-

трического и магнитного полей, введем основные механические и электромагнит-

ные моменты и перерезывающие силы  
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  ,    

h

bx x
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M zB dz
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h

by y
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M zB dz


  ,                                                  (2.21) 

h

h

z dz


   ,   
h

h

z dz


   .                                                       (2.22) 

Подставив в равенства (2.21) и (2.22), выражения (2.17), (2.20) и (2.9), и 

проинтегрировав по толщине плиты, для моментов напряжений, индукций, по-

тенциалов, а также перерезывающих сил найдем выражения [51] 
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;          (2.24) 

0 0D   ,   0 0D   ;                                                                       (2.25) 
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,    (2.26) 

где 0ij ijD b D  – упругие жесткости плиты; 0gij gijC c D , 0pij pijC c D , 

0ij ijC c D  , 0ij ijC c D  , 0ij ijC c D   – электромагнитные жесткости плиты; 

3
0

2

3
D h  – постоянная, зависящая от толщины плиты. 

Сравнивая соотношения (2.16), (2.23), (2.26) и (2.24), найдем выражения 

напряжений и индукций через моменты и перерезывающие силы: 
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 .                                                           (2.27) 

Для напряжений и индукций на произвольных площадках с нормалью n  и 

касательной s  имеют место формулы [105] 
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2 2σ σ cos σ cos 2τ cos cosn x y xynx ny nx ny   , 

   2 2cos cos cos cosns y x xynx ny nx ny        , 

τ τ cos τ cosnz xz yznx ny  , 

cos cosn x yD D nx D ny  , 

cos cosn x yB B nx B ny  ,                                                                (2.28) 

на основании которых введем силовые и индукционные моменты, крутящий си-

ловой момент и перерезывающую силу на площадке с нормалью n  

σ
h

n n
h

M z dz


  ,   τ
h

ns ns
h

H z dz


  ,   
h

n nz
h

N dz


  , 

h

dn n
h

M zD dz


  ,   
h

bn n
h

M zB dz


                                                     (2.29) 

и для них на основании выражений (2.28), (2.29) найдем 

2 2cos cos 2 cos cosn x y xyM M nx M ny H nx ny   , 

2 2cos cos 2 cos coss x y xyM M ny M nx H nx ny   , 

   2 2cos cos cos cosns y x xyH M M nx ny H nx ny    ;              (2.30) 

cos cosn xz yzN N nx N ny  ;                                                           (2.31) 

cos cosdn dx dyM M nx M ny  , 

cos cosbn bx byM M nx M ny  .                                                        (2.32) 

Таким образом, если известны функции прогиба w  и плотности потенциа-

лов электрического поля 0φ  и магнитного поля 0  по толщине плиты, то можно в 

любой точке плиты найти потенциалы (2.9), моменты напряжений (2.23), перере-

зывающие силы (2.26) и моменты индукций (2.24) на основных площадках, а по 

ним и моменты (2.30), (2.32) и перерезывающие силы (2.31) на любых площадках 

с нормалью n . По известным моментам и перерезывающим силам можно по фор-

мулам (2.27) найти напряжения и индукции в любой точке плиты.  
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2.4. Краевые задачи теории изгиба тонких электромагнитоупругих плит 

 

В процессе преобразований в предыдущем пункте были использованы пер-

вые два уравнения системы уравнений равновесия (2.1). Оставшееся третье урав-

нение этой системы и уравнения (2.12) запишем в виде  

yzxz z

x y z

 
  

  
, 

0yx DD

x y


 

 
, 

0yx BB

x y


 

 
.                                                                                  (2.33) 

Используя зависимости (2.27), первое уравнение системы (2.33) запишем в 

виде  

   2 2
3

σ 3
,

4
z z h x y

z h


  


,                                                            (2.34) 

где  , yx NN
x y

x y


  

 
. Проинтегрировав соотношение (2.34) по z , получим  

   
3

2
13

3
σ , ,

34
z

z
h z x y A x y

h

 
    

  
.                                           (2.35) 

Из равенства (2.35) и условия на нижнем основании плиты (σ 0z   при z h ) 

найдем, что  

   1
1

, ,
2

A x y x y  . 

Подставив это значение снова в (2.35), из условия на верхнем основании плиты 

(σ ( , )z q x y   при z h  ), найдем 

   , ,
yx

NN
q x y x y

x y

 
       

. 

Подставляя во второе уравнение системы (2.33) значения xD , yD  с учетом фор-

мул (2.16) и (2.17) или все равно что (2.27), найдем равенство  
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3

3
0

2

dydx
MM

z
x y h

 
    

, 

которое должно выполняться при любых значениях координаты z . Следователь-

но, 0dydx MM

x y


 

 
. Таким же образом преобразуем третье уравнение системы 

(2.33).  

Окончательно систему уравнений (2.33) запишем так [53]:  

 ,yx NN
q x y

x y


  

 
, 

0dydx MM

x y


 

 
, 

0bybx MM

x y


 

 
.                                                                            (2.36) 

Подставив в эти уравнения выражения (2.26) и (2.24), найдем  

4 3 0 3 0φ ψ ( , )s g pL w L L q x y   , 

3 2 0 2 0φ ψ 0gL w L L    , 

3 2 0 2 0φ ψ 0pL w L L    ;                                                               (2.37) 

где  

 
4 4 4

4 11 16 12 664 3 2 2
4 2 2sL D D D D

x x y x y

   
          

 

4 4

16 223 4
4D D

x y y

 
     

, 

   
3 3 3

3 11 21 16 12 263 2 2
2 2g g g g g gL C C C C C

x x y x y

  
     

    
 

3

22 3gC
y





, 

   
3 3 3

3 11 21 16 12 263 2 2
2 2p p p p p pL C C C C C

x x y x y
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3

22 3pC
y





, 

2 2 2

2 11 12 222 2
2L C C C

x yx y
   

  
  

  
, 

2 2 2

2 11 12 222 2
2L C C C

x yx y
   

  
  

  
, 

2 2 2

2 11 12 222 2
2L C C C

x yx y
   

  
  

  
.                                                 (2.38) 

Систему дифференциальных уравнений (2.37) нужно решать при опреде-

ленных краевых условиях на боковой поверхности плиты. Рассмотрим основные 

виды краевых условий. 

Электромагнитные краевые условия. На краю плиты должны задаваться 

механические и электромагнитные краевые условия. В качестве электромагнит-

ных условий могут задаваться моменты индукций ( )dn dM m s , ( )bn bM m s  или 

моменты плотностей потенциалов электромагнитного поля  0 0 ,D x y   , 

 0 0 ,D x y   . В случае контакта двух плит (например, плиты с электромагни-

тоупругим включением) в краевые условия будут входить и те и другие.  

Механические краевые условия. Что касается механических граничных 

условий, они зависят от способа загружения и закрепления контуров. Приведем 

их для некоторых способов загружения и закрепления. 

Край, загруженный распределенными моментами и поперечными усилиями. 

В этом случае на краю плиты заданные воздействия представим как действие по-

перечных усилий  p s , изгибающих и скручивающих моментов  m s ,  h s  [53] 

 nM m s ,    nsH h s ,    nN p s .                                          (2.39) 

В этом случае граничные условия принимают вид 

      cos cos cos cosx xyM nx H I ny m s nx r s c ny     , 

      cos cos cos cosxy yH I nx M ny m s ny r s c nx     ,        (2.40) 
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где 

 
0

s

nI s N ds  ,      
0

s

r s p s ds  ,                                                     (2.41) 

c  – вещественная постоянная.  

Если край плиты свободен от внешних воздействий, то в этих равенствах 

нужно принять       0m s p s r s   .  

Деформированный край. Пусть на краю плиты заданы прогиб и его произ-

водная по нормали (угол наклона изогнутой срединной поверхности к плоскости 

Oxy ). В этом случае граничные условия имеют вид [53] 

 *w w s ,   
*

dw dw

dn dn
   
 

,                                                                (2.42) 

где  *w s , 
*

dw

dn
 
 
 

 – заданные на границе значения прогиба и его производной по 

нормали. Эти условия можно записать в виде  

* * *
2cos cos cos cos

w dw w w
nx ny nx ny

x dn x y

         
, 

* * *
2cos cos cos cos

w dw w w
ny nx ny nx

y dn x y

         
.                     (2.43) 

Если край плиты жестко подкреплен, то при деформации он может повора-

чиваться как жесткое целое. Поэтому точки контура будут находиться в одной 

плоскости – плоскости жесткого края, т.е. функция прогиба на краю должна удо-

влетворять условию 1 2 0w c x c y c   , откуда следует, что 

1
w

c
x





,   2

w
c

y





.                                                                            (2.44) 

Здесь 1c , 2c  – вещественные постоянные, характеризующие углы поворота жест-

кого края относительно осей x  и y  соответственно. 

Если край плиты жёстко защемлен (прогиб его точек и угол наклона изогну-
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той срединной поверхности к плоскости Oxy  равен нулю), то * 0w  , 
*

0
dw

dn
   
 

, 

и из (2.44) следует, что 

0
w

x





,   0

w

y





.                                                                              (2.45) 

Опертый край, загруженный изгибающими моментами. В этом случае на 

границе заданы изгибающие моменты, а прогиб равен нулю [53] 

0w  ,    nM m s ,                                                                         (2.46) 

где  m s  – интенсивность силовых изгибающих моментов. Эти условия с учётом 

первого равенства (2.30) перепишем в виде: 

0w  , 

 2 2cos cos 2 cos cosx y xyM nx M ny H nx ny m s   .                    (2.47) 

Если опертый край плиты не загружен моментами (свободно оперт), то в этих 

условиях нужно принять   0m s  . 

Идеальный контакт плиты с упругим включением. Пусть плита с областью 

S  (в срединной плоскости) идеально контактирует с упругим включением с обла-

стью  lS  так, что точки контакта перемещаются совместно. В этом случае в точ-

ках контакта равны друг другу прогибы w ,  lw , а углы поворотов по нормали, 

перерезывающие силы, а также моменты от нормальных напряжений n  и векто-

ров индукций nD , nB : 

 lw w ,   
 

 

l

l

dw dw

dn dn
 , 

 
 

 

l
lns ns

n n l

H H
N N

s s

 
  

 
, 

 l
n nM M , 

 lM M  ,    lM M  , 

 l
dn dnM M ,    l

bn bnM M ,                                                               (2.48) 
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где величины с индексом  l  вверху относятся к включению  lS . Преобразуя 

первые два уравнения системы (2.48) таким же образом, как это сделано для за-

данных на краю плиты прогиба и углов поворота по нормали (см. формулы (2.42) 

– (2.43)), а последние 7 и 8 уравнения системы (2.48) таким же образом, как это 

сделано при выводе формул (2.40), получаем 

 
0

lw w

x x

 
 

 
,   

 
0

lw w

y y

 
 

 
, 

   cos cos cosl
x xy xM nx H I ny M nx     

    cos cosl l
xyH I ny c ny   , 

      cos cos cosl l
xy y xyH I nx M ny H I nx      

  cos cosl
yM ny c nx   , 

  0lM M   ,     0lM M   , 

   cos cos cos cos 0
l l

dx dy dx dyM nx M ny M nx M ny    , 

   cos cos cos cos 0
l l

bx by bx byM nx M ny M nx M ny    .                  (2.49) 

Таким образом, решение задачи об изгибе плиты под действием механиче-

ских сил и электромагнитных полей сводится к решению системы дифференци-

альных уравнений (2.37) при соответствующих условиях на краю плиты. После 

решения этой краевой задачи значения основных характеристик находятся по 

формулам (2.23) – (2.26). 

 

 

2.5. Комплексные потенциалы теории изгиба тонких 

электромагнитоупругих плит 

 

Операторными преобразованиями, аналогичными решению системы 3-х ли-

нейных алгебраических уравнений, решение системы (2.37) приведем к решению 
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следующих 3-х уравнений в частных производных 8-го порядка относительно 

функций  ,w x y ,  0φ ,x y и  0ψ ,x y  

 
4 3 3

3 2 2 0 0

3 2 2

, φ , ψ 0

s g p

g

p

L L L

L L L w

L L L

 

 

 ,                                                     (2.50) 

где ijL  – операторы (2.38).  

Решение первого уравнения (2.50) будем искать в виде произвольной неко-

торой функции W  от линейной формы μx y , т. е. в виде ( , ) ( μ )w x y W x y   

[50]. Подставляя эту функцию в первое уравнение (2.50) и учитывая, что в силу ее 

произвольности производная ( μ )VIIIW x y  не может тождественно равняться ну-

лю при произвольных x  и y , приходим к выводу, что равен нулю коэффициент 

при этой производной: 

     
     
     

4 3 3

3 2 2

3 2 2

μ μ μ

μ μ μ 0

μ μ μ

s g p

g

p

l l l

l l l

l l l

 

 

 ,                                                          (2.51)

 

где  ijl   – полиномы 

    4 3 2
4 22 26 12 66 16 114 2 2 4sl D D D D D D            , 

     3 2
3 22 12 26 21 16 11μ μ 2 μ 2 μg g g g g g gl C C C C C C      , 

     3 2
3 22 12 26 21 16 11μ μ 2 μ 2 μp p p p p p pl C C C C C C      , 

  2
2 22 12 11μ μ 2 μl C C C      , 

  2
2 22 12 11μ μ 2 μl C C C      , 

  2
2 22 12 11μ μ 2 μl C C C      .                                                             (2.52) 

Как и в задаче теории упругости анизотропного тела [90, 91], можно уста-

новить, что для реальных пьезоматериалов корни характеристического уравнения 

8-го порядка (2.51) не могут быть вещественными, а являются обще комплексны-

ми или чисто мнимыми. Тогда в силу вещественности коэффициентов уравнения 
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эти корни будут попарно сопряженными. Обозначим их через k , k  ( 1, 4)k  , и 

будем рассматривать случай неравных корней. Этим корням соответствуют 

обобщенные комплексные переменные μk kz x y  , μk kz x y   и функции от 

них  k kW z  и  4k kW z . Тогда общее решение первого уравнения (2.50) является 

суммой 8-ми функций от переменных kz  и kz  ( 1, 4)k  . Аналогичным образом 

получаются решения для второго и третьего уравнений (2.50) с тем же характери-

стическим уравнением. Окончательно для всех трех уравнений найдем  

     
4

4
1

, k k k k
k

w x y W z W z

    , 

     
4

0 4
1

φ , k k k k
k

x y z z

      , 

     
4

0 4
1

, k k k k
k

x y z z

       ,                                             (2.53) 

где 

k k k kz x y x iy     ,                                                                     (2.54) 

μ α βk k ki  ,   β 0k  ,     

αk kx x y  ,   k ky y  ; 

условие β 0k   принято для определенности при отборе 1μ , 2μ , 3μ , 4μ  среди 8-ми 

корней уравнения (2.51). 

Левые части равенств (2.53) являются вещественными функциями, и для 

выполнения этого условия для функций в правых частях примем 

     4k k k k k kW z W z W z   ,    4k k k kz z   ,    4k k k kz z   . Тогда об-

щие решения всех уравнений (2.50) запишутся в виде 

   
4

1

, 2Re k k
k

w x y W z


  , 

   
4

1

, 2Re k k
k

x y z


   , 
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4

1

, 2Re k k
k

x y z


   ,                                                               (2.55) 

где  k kW z ,  k kz ,  k kz  ( 1, 4)k   – аналитические функции обобщенных 

комплексных переменных μk kz x y  . Но в силу того, что  ,w x y ,  0φ ,x y , 

 0ψ ,x y  должны удовлетворять первоначальной общей системе уравнений (2.37)

, между функциями  k kW z ,  k kz ,  k kz  существуют некоторые связи. 

Примем, что 

   νk k k k kz W z  ,      ρk k k k kz W z  ,                                  (2.56) 

где νk , ρk  – неизвестные постоянные. Подставляя выражения (2.56) в уравнения 

однородной системы (2.37) и учитывая (2.55), получаем 

     4 3 3μ ν μ ρ μ 0s k k g k k p kl l l   , 

     3 2 2μ ν μ ρ μ 0g k k k k kl l l    , 

     3 2 2μ ν μ ρ μ 0p k k k k kl l l      1, 4k  .                            (2.57) 

Из 2-го и 3-го уравнений системы (2.57) находим 

1

0

ν k
k

k





,   2

0

ρ k
k

k





.                                                                      (2.58) 

Здесь 

   
   

2 2
0

2 2

μ μ

μ μ

k k
k

k k

l l

l l

 

 
  ,    

   
   

3 2
1

3 2

μ μ

μ μ

g k k
k

p k k

l l

l l






 


, 

   
   

2 3
2

2 3

μ μ

μ μ

k g k
k

k p k

l l

l l






 


.                                                              (2.59) 

Подставив выражения (2.58) в первое уравнение системы (2.57), получим 

равенство 

4 0 3 1 3 2 0s k g k p kl l l      , 
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которое на основе характеристического уравнения (2.51) удовлетворяется тожде-

ственно. 

Окончательно с учетом частного решения системы уравнений (2.37) для 

прогиба и плотностей потенциалов по толщине плиты получаем выражения 

     
4

0
1

, , 2Re k k
k

w x y w x y W z


   ;                                              (2.60) 

     
4

0 00
1

φ , φ , 2Re νk k k
k

x y x y W z


   , 

     
4

0 00
1

ψ , ψ , 2Re ρk k k
k

x y x y W z


   ,                                      (2.61) 

где  0 ,w x y ,  00 ,x y  и  00 ,x y  – частное решение системы (2.37). 

Выражение основных характеристик ЭМУС через комплексные потен-

циалы. Подставив функции (2.60), (2.61) в выражения основных характеристик 

(2.23) – (2.26), получим для этих характеристик получим следующие выражения 

[50]: 

       
4

0 0 0
1

, , , , 2Re , ,x y xy x y xy k k k k k
k

M M H M M H p q r W z


   , 

 2
11 16 12 11 212 μ μ μ νk k k g g k kp D D D C C       

 11 21μ ρp p k kC C  , 

 2
12 26 22 12 222k k k g g k kq D D D C C           

 11 22p p k kC C    , 

 2
16 66 26 16 262k k k g g k kr D D D C C           

 16 26p p k kC C    ;               (2.62) 

   0 0 0 0, , , , , ,dx dy bx by dx dy bx byM M M M M M M M   

 
4

1

2Re , , , ( )xk yk xk yk k k
k

d d b b W z


  , 
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 2
11 16 12 11 122 μ μ μ νxk g g k g k k kd C C C C C        

 11 12μ ρk kC C   , 

 2
21 26 22 12 222 μ μ μ νyk g g k g k k kd C C C C C        

 12 22μ ρk kC C   , 

 2
11 16 12 11 122 μ μ μ νxk p p k p k k kb C C C C C        

 11 12μ ρk kC C   , 

 2
21 26 22 12 222 μ μ μ νyk p p k p k k kb C C C C C        

 12 22μ ρk kC C   ;                (2.63) 

     0 0 0 0 0, , ,D           ;                                              (2.64) 

     
4

0 0
1

, , 2Re , ( )x y x y k k k k
k

N N N N l s W z


   , 

  2 3
11 16 12 66 263 μ 2 μ μk k k kl D D D D D       

  2
11 21 16 26μ μ νg g g k g k kC C C C      

  2
11 21 16 26μ μ ρp p p k p k kC C C C    , 

  2 3
16 12 66 26 222 μ 3 μ μk k k ks D D D D D        

  2
16 12 26 22μ μ νg g g k g k kC C C C      

  2
16 12 26 22μ μ ρp p p k p k kC C C C    .        (2.65) 

Здесь величины со значком 0 в индексах относятся к частному решению и вычис-

ляются по формулам (2.23) – (2.26), если в них вместо  ,w x y ,  0φ ,x y , 

 0ψ ,x y  брать  0 ,w x y ,  00φ ,x y ,  00 ,x y . При этом можно показать, что 

μ 0k k k xk k yk xk k ykl s d d b b        , 

откуда следуют равенства 

μk k kl s ,   μxk k ykd d  ,   μxk k ykb b  .                                       (2.66) 
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Имеют место и связи  

/ μk k k ks r p  ,   μk k k ks r q   .                                                 (2.67) 

Кроме основных характеристик, дифференцируя первую функцию (2.60) по 

x  и y , также найдем выражения для компонент углов поворотов  

 
4

0 0

1

, , 2Re 1, μ ( )k k k
k

w ww w
W z

x y x y 

                
 .                         (2.68) 

Граничные условия для определения комплексных потенциалов. Ком-

плексные потенциалы ( )k kW z  должны удовлетворять определенным граничным 

условиям на краю плиты [50, 51]. Эти условия получаются из соответствующих 

условий для решения системы дифференциальных уравнений (2.37), если в них 

учитывать приведенные выше выражения для основных характеристик. Рассмот-

рим эти условия.  

Электромагнитные граничные условия. На каждом из контуров lL  должны 

задаваться и механические и электромагнитные граничные условия. В качестве 

электромагнитных граничных условий на контуре lL  могут задаваться плотности 

по толщине потенциалов электромагнитного поля 0 0( , ) ( , )lх y х y   , 

0 0( , ) ( , )lх y х y    или моменты индукций dl dlM m , bl blM m .  

При задании потенциалов на основе (2.61) граничные условия будут такими:  

     
4

0 00
1

2Re , ,k k k l
k

W z x y x y


     , 

     
4

0 00
1

2Re , ,k k k l
k

W z x y x y


     .                                  (2.69) 

Если же на контуре заданы моменты индукций, то на основе (2.63) граничные 

условия имеют вид [53] 

4

0 5
1 0

2Re ( )
s

yk k k d dl l
k

d W z M m ds c


     , 

4

0 6
1 0

2Re ( )
s

yk k k b bl l
k

b W z M m ds c


     ,                                         (2.70) 



56 

где 

 0 0 0
0

cos cos
s

d dx dyM M nx M ny ds  ,    

 0 0 0
0

cos cos
s

b bx byM M nx M ny ds  . 

5lc , 6lc  – произвольные комплексные постоянные. В случае незагруженного края 

плиты нужно принять ( ) ( ) 0dl blm s m s  . 

Что касается механических граничных условий, они зависят от способа за-

гружения и закрепления контуров. Приведем их для основных способов загруже-

ния и закрепления. 

Край плиты с контуром lL  загружен внешними воздействиями в виде из-

гибающих моментов ( )lm s  и поперечных усилий ( )lp s . В этом случае краевые 

условия для определения функций имеют вид (2.40) [50]. 

При обходе области по контуру lL  против часовой стрелки для направляю-

щих косинусов имеем  

cos
dy

nx
ds

  ,   cos
dx

ny
ds

  ,                                                          (2.71) 

или  

μ
cos μ cos k k

k
dx dy dz

ny nx
ds ds


    ,                                         (2.72) 

где верхние знаки относятся к внешнему контуру (при положительном обходе об-

ласти), нижние знаки – к контурам отверстий (при отрицательном обходе обла-

сти). Учитывая это, из (2.62) и (2.65) получим [49, 50]: 

4

0 0
1

cos cos 2Re ( ) k
n x y k k k

k

dz
N N nx N ny s W z

ds

   ;                    (2.73) 

4

0
10

2Re ( )
s

n k k k
k

I N ds I s W z


    ,    
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 0 0 0
0

cos cos
s

x yI N nx N ny ds  ;                                              (2.74) 

   0 0 0cos cos cos cosx xy x xyM nx H I ny M nx H I ny       

4

1

2Re ( )
μ

k k
k k

kk

p dz
W z

ds

  , 

   0 0 0cos cos cos cosxy y xy yH I nx M ny H I nx M ny       

4

1

2Re ( ) k
k k k

k

dz
q W z

ds

  .            (2.75) 

Интегрируя условия (2.40) с учетом (2.75), получим краевые условия для 

случая загруженного края плиты  

 
4

0 1 1
1 0

2Re ( )
μ

s
k

k k xy l l l l
kk

p
W z I m dy f dx c x c



      , 

 
4

0 2 2
1 0

2Re ( )
s

k k k xy l l l l
k

q W z I m dx f dy c y c


      ,                    (2.76) 

где 

  0 1 0 0 0
0

cos cos
s

xy x xyI M nx H I ny ds   , 

  0 2 0 0 0
0

cos cos
s

xy xy yI H I nx M ny ds   , 

0

( ) ( )
s

l lf s p s ds  ;                                                                              (2.77) 

lс  – вещественная, 1lc , 2lc  – комплексные постоянные. Здесь, как и ранее, верх-

ние знаки относятся к внешнему контуру 0L  области S , нижние – к контурам от-

верстий lL ; s  – длина дуги контура, обходимого простив часовой стрелки.  

В случае незагруженного края плиты в равенствах (2.76) нужно принимать 

( ) ( ) 0l lm s p s  . 
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Если на краю плиты заданы прогиб *w  и производная по нормали  *dw dn , 

то краевые условия имеют вид (2.43), из которого, учитывая выражения произ-

водных (2.68), получаем  

*4
0

1

2Re ( ) cosk k
k

w dw
W z nx

x dn

         
  

* *
2cos cos cos

w w
ny nx ny

x y

 
 
 

, 

*4
0

1

2Re ( ) cosk k k
k

w dw
W z ny

y dn

         
  

* *
2cos cos cos

w w
nx ny nx

x y

 
 
 

.                    (2.78) 

Для случая жестко защемленного края плиты получаем 

4
0

1

2Re ( )k k
k

w
W z

x

  
 ,    

4
0

1

2Re μ ( )k k k
k

w
W z

y

  
 .                                                                (2.79) 

Если край плиты жестко подкреплен, то краевые условия будут такими: 

4
0

3
1

2Re ( )k k l
k

w
W z с

x

   
 ,    

4
0

4
1

2Re ( )k k k l
k

w
W z с

y

   
 ,                                                       (2.80) 

3lc , 4lc  – комплексные постоянные. 

Если контур плиты оперт и загружен распределенными моментами интен-

сивности ( )lm s , то краевые условия имеют вид (2.47). Заменив прогиб и моменты 

через комплексные потенциалы и их производные, получим  

4

0
1

2Re ( )k k
k

W z w


  , 
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4
2 2

1

2Re [ cos cos 2 cos cos ] ( )k k k k k
k

p nx q ny r nx ny W z


    

 2 2
0 0 0cos cos 2 cos cosx y xy lM nx M ny H nx ny m s    .  (2.81) 

Если имеет место идеальный контакт плиты с упругим включением, то 

краевые условия для определения функций имеют вид (2.49) [51]. Подставив в 

(2.49) выражения производных (2.68) и моментов по формулам (2.62) и (2.63), 

найдем условия 

 
4

( ) ( )

1

2Re ( ) ( )l l
kli k k k liki k

k

g W z g W z f


    ( 1, 8)i  ,                          (2.82) 

в которых  

1
k

kl
k

p
g 


,   2kl kg q ,   3 1klg  ,   4kl kg   , 

5kl ykg d ,   6kl ykg b ,   7kl kg   , 8kl kg   , 

( )
( )
1 ( )

l
l k

k l
k

p
g 


,   ( ) ( )

2
l l

k kg q ,   ( )
3 1l

kg  ,   ( ) ( )
4
l l

k kg   , 

( ) ( )
5
l l

k ykg d ,   ( ) ( )
6
l l

k ykg b ,   ( ) ( )
7
l l

k kg   , ( ) ( )
8
l l

k kg   ;                                      (2.83) 

( )
1 0 1 10 1

l
l xy l lxyf I I c x c    ,   ( )

2 0 2 20 2
l

l xy l lxyf I I c y c    , 

( )
0 0

3

l

l
w w

f
x x

 
 

 
,   

( )
0 0

4

l

l
w w

f
y y

 
 

 
, 

( )
15 0 50

l
d ldf M M c   ,   ( )

16 0 60
l

b lbf M M c   ; 

7 7l lf c ,   8 8l lf c .                                                                                  (2.84) 

 

 

2.6. Общий вид комплексных потенциалов для многосвязной области 

 

Пусть срединная плоскость плиты занимает конечную многосвязную об-

ласть S , ограниченную внешним контуром 0L  и контурами отверстий 
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lL  1,l    (рисунок 2.2). В этой многосвязной области, как функции двух пере-

менных x , y  определены все основные характеристики изгиба плиты: прогиб, уг-

лы поворотов относительно осей координат, 

моменты плотностей по толщине потенциа-

лов, силовые изгибающие, скручивающие 

моменты, индукционные моменты и перере-

зывающая сила. По своей физической сути 

все эти функции являются непрерывными и 

однозначными. Эти величины выражаются 

через частное решение  0 ,w x y  и ком-

плексные потенциалы  k kW z  с их производными. Будем считать, что частное 

решение  0 ,w x y  и его производные обладают такими свойствами и остается 

накладывать соответствующие ограничения на комплексные потенциалы  k kW z , 

определенные в многосвязных областях kS , получаемых из заданной области S  

аффинными преобразованиями (2.54) и ограниченных контурами klL , соответ-

ствующими при этих преобразованиях контурам lL . 

В самом общем виде комплексные потенциалы имеют вид [50] 

     
1

ln
L

k k k k kl k kl k kl
l

W z z A z B z z


        

     0 0 0 0

1

ln
R

kr k kr k kr k k
r

A z B z z W z


    ,         (2.85) 

где k  – постоянные, определяемые решением системы  

4

1

1
2Re , , , , , , ,k k k xk yk xk yk k

kk

p q r d d b b


 
   

  

 , , , , , , ,0x y xy dx dy bx byM M H M M M M              ;          (2.86) 

kp , kq , kr , xkd , ykd , xkb , ykb – величины, вычисляемые по формулам (2.62), (2.63); 

klA , klB  – постоянные, определяемые решением систем уравнений 

 

 

 
 

0L

lL 
lz

1z

1L

z
L

0
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0
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0
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lL

Рисунок 2.2 
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4

2

1

1
2Re 1, μ , μ , ν , ν μ , ρ , ρ μ , 0, 0, 0, 0,

μk k k k k k k k kl
kk

iA
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0, 0, 0,
2
l lP P

D


 

, 


4

2

1

1
2Re 1, μ , ν , ρ , μ , , , 0, 0, 0, 0,

μk k k k yk yk kl
kk

d b iB


 
 

 
  

00
0 0

22

, , ,
2 2

yl ylxl xl
Dl Dl Bl Bl

M MM M
M M M M

D

 
      

;   (2.87) 

lP , xlM , ylM  – главный вектор и компоненты главного момента поперечных 

внешних усилий, приложенных к контуру отверстия lL ; DlM , BlM  – суммарные 

моменты электрической и магнитной индукций по контуру lL ; 0lP , 0xlM , 0 ylM , 

0DlM , 0BlM   – величины, аналогичные указанным величинам без нулей в индек-

сах, соответствующие частному решению системы дифференциальных уравнений 

(2.37); 0
krA , 0

krB  – постоянные, определяемые решением систем уравнений  


4

2 0

1

1
2Re 1, μ , μ , ν , ν μ , ρ , ρ μ , 0, 0, 0, 0,

μk k k k k k k k kr
kk

iA
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4

2 0

1

1
2Re 1, μ , ν , ρ , μ , , , 0, 0, 0, 0,

μk k k k yk yk kr
kk

d b iB


 
 

 
  

00
0 0

22

, , ,
2 2

yrxr
Dr Br

MM
M M

D


 
  

,       (2.88) 

где 0
rP , 0

xrM , 0
yrM  и 0

DrM , 0
BrM  – сосредоточенная сила в точке 0

rz , ее моменты 

относительно осей координат и сосредоточенные электромагнитные моменты в 

этой точке;  0
k kW z  – функции, голоморфные в многосвязных областях kS . 
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2.7. Частные случаи общей задачи электромагнитоупругости 

 

Как частные случаи из приведенного решения задачи электромагнитоупруго-

сти (ЭМУ) следуют решения задач электроупругости (ЭУ), магнитоупругости (МУ) 

и теории упругости (ТУ). При этом для задачи ЭУ в приведенном решении нужно 

отбрасывать соотношения магнитостатики и принять равными нулю постоянные 

ijp , ij , тогда 6 и 7 уравнения состояния (2.13) составят однородную систему 2 

линейных уравнений относительно коэффициентов магнитных восприимчивостей 

ij , с тривиальным решением 0ij  ; для задачи МУ в приведенном решении 

нужно отбрасывать соотношения электростатики и принять равными нулю посто-

янные ijg , ij , тогда 4 и 5 уравнения состояния (2.13) составят однородную си-

стему 2 линейных уравнений относительно коэффициентов диэлектрических вос-

приимчивостей ij , с тривиальным решением 0ij  ; для задачи теории упруго-

сти нужно принять и первые, и вторые условия, что приводит к тому что 

0ij ij ij      .  

В практике решения различных задачи (ЭМУ, ЭУ, МУ, ТУ) численные ре-

зультаты для этих задач можно получить на основе реализации общего алгоритма 

решения задачи ЭМУ для модельного материала с постоянными ijg  , ijp , ij , 

предусмотрев в этом решении совокупности параметров, характеризующие ту или 

другую задачу. Это можно сделать, связав постоянные модельного материала с 

соответствующими постоянными решаемой задачи таким образом [53]: 

ij p ijp p   ,   ij g ijg g   ,   ij gp ij    ,  

где g , p , gp  – пьезопараметры модельного материала. Тогда для задачи ЭУ, 

чтобы обеспечивать условия 0ij ijp   , для модельного материала нужно при-

нять 0p gp    . Но с такими значениями параметров при проведении вычисле-

ний возникнут трудности. Поэтому можно брать эти параметры достаточно ма-

лыми, но не нулями. Как показывают численные исследования, уже при 

310p gp
     значения характерных величин при решении задачи ЭМУ полу-
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чаются такими же, как при решении задачи ЭУ. Такое же имеет место и для дру-

гих случаев. 

Следовательно, в приведенном общем решении  

для задач ЭМУ 1g p gp      ,  

для задач ЭУ 1g  , 310p gp
    ,  

для задач МУ 1p  , 310g gp
    ,  

для задач ТУ 310p g gp
      .  

Также заметим, по общей программе можно получать результаты по реше-

нию задачи электромагнитостатики для «абсолютно жесткой плиты», когда пье-

зосвойства преобладают. В этом случае нужно рассматривать модельный упругий 

материал с постоянными ij s ijs s    и для задачи электромагнитостатики брать 

310s
  .  

 

 

2.8. Решение задачи об изгибе эллиптической плиты 

 

Пусть эллиптическая плита с контуром 0L , полуосями 0a , 0b  (рисунок 2.3) 

находится под действием постоянных вдоль контура 0L  

механических изгибающих моментов   0nM s m , а по-

перечные усилия и индукционные моменты на контуре 

равны нулю, т. е: по контуру      0 0 0d bp s m s m s   . 

В этом случае комплексные потенциалы (2.89) имеют вид 

 0( )k k k kW z W z  , 

где  0
k kW z  – функции, голоморфные в областях kS , получаемых из заданного 

эллипса S  и ограниченных контурами 0kL , соответствующими контуру 0L  при 

аффинных преобразованиях (2.54). Для нахождения вида этих функций использу-

ем конформные отображения.  

  

0m

x

y

 

Рисунок 2.3 
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Учитывая параметрические уравнения  

0 cosx a  ,   0 siny b  , 

контура 0L  и выражение обобщенной переменной k kz x y   , построим кон-

формное отображение внешности единичных кругов 0 1k   на внешности эл-

липсов 0kL , соответствующих контуру 0L  при аффинных преобразованиях (2.54): 

0
0 0

0

k
k k k

k

m
z R

 
    

,                                                                      (2.90) 

0 0
0 2

k
k

a i b
R

 
 ,   0 0

0
0 0

k
k

k

a i b
m

a i b

 


 
. 

Тогда функции  0
k kW z , голоморфные в эллипсах 0kL , можно разложить в 

ряды по полиномам Фабера, и для ( )k kW z  получаем  

 0
0

( )k k k n n k
n

W z a P z




  ,                                                                  (2.91) 

где  n kP z  − полиномы Фабера, для которых имеют место равенства [82] 

0 1P  ,     0
0

0

n
n k

n k k n
k

m
P z   


;                                                           (2.92) 

0k na  – неизвестные постоянные, для определения которых используем граничные 

условия на контуре плиты. На основе (2.76) граничные условия на 0L  можно за-

писать в таком векторном виде   

 
4

1

2Re , , ,k
k yk yk k k

kk

p
q d b W z



 
   

  

 0 10 0 20, 30, 40,m y c m x c c c     ,              (2.93) 

в котором 0ic  – комплексные постоянные. 

Подставляя функции (2.91) в условия (2.93) и учитывая, что на контуре  

0
0

1
cos

2

a
x a

       
,  

0
0

1
sin

2

ib
y b

        
,  



65 

0k   , ie   ,  

  – параметр параметрического задания эллипса, методом рядов получаем 

0 0k na   при 2n   и систему линейных алгебраических уравнений для определе-

ния 01ka : 

4

01 0 01
1

, , , , , ,k k
yk ykk yk yk k k kk

kk k

pp
q d b a m q d b a



   
            

  

0 0
0 0, , 0, 0

2 2

ib a
m m

    
 

.   (2.94) 

Тогда функции (2.91) с точностью до постоянных слагаемых примут вид 

0
01 0 01

0 0

( ) k k
k k k k k

k k

m z
W z a a

R

 
      

.                                            (2.95) 

Для моментов (2.62), (2.63) получим выражения  

 , , , , , ,x y xy dx dy bx byM M H M M M M   

 
4

01

01

2Re , , , , , , k
k k k xk yk xk yk

kk

a
p q r d d b b

R
  ,     (2.96) 

из которых следует, что моменты постоянны во всех точках плиты, причем для 

любых материалов и значений полуосей эллиптической плиты они получаются 

такими: 0x yM M m  , 0xy dx dy bx byH M M M M     . То есть от действия 

механических моментов моменты индукций в плите не возникают, хотя пьезоэф-

фект имеет место, так как возникают деформации, перемещения и потенциалы 

поля, что следует из уравнений состояния (2.4). 

 

 

2.9. Решение задачи об изгибе бесконечной плиты  

с эллиптическим отверстием 

 

Рассмотрим теперь односвязную область в виде бесконечной плиты с эл-

липтическим отверстием с контуром 1L , полуосями 1a , 1b  (рисунок 2.4). Контур 
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отверстия свободен от загружений или жестко подкреп-

лен, на бесконечности действуют механические момен-

ты xM  , yM  , xyH  и индукционные моменты dxM  , dyM  , 

bxM  , byM  .  

В данном случае комплексные потенциалы (2.85) 

имеют вид  

 0( )k k k k k kW z Г z W z   ,  

в котором k  – постоянные, определяемые решением системы уравнений (2.86); 

 0
k kW z – функции, голоморфные в бесконечных областях, ограниченной конту-

рами 1kL , получаемыми из 1L  аффинными преобразованиями (2.54). Для построе-

ния этих функций используем конформные отображения. Отобразим внешность 

единичных кругов 1 1k   на внешности эллипсов 1kL  

1
1 1
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z R

 
    

,                                                                        (2.97) 

где 
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a i b
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a i b

 


 
.                                               (2.98) 

Тогда функции  0
k kW z , голоморфные вне 1kL , можно разложить в ряды 

Лорана по неположительным степеням 1k , и функции ( )k kW z  можно записать 

так: 

  1

0 1

k n
k k k k n

n k

a
W z z





   


 ,                                                              (2.99) 

где 1k na  – неизвестные постоянные, определяемые из граничных условий (2.76) на 

контуре отверстия. Для рассматриваемого случая эти условия примут вид 

   
4

10 20, 30, 40
1

2Re , , , ,k
k yk yk k k

kk

p
q d b W z c c c c



 
   

 .                   (2.100) 

при 0ic  – комплексные постоянные. 

Рисунок 2.4 
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Подставляя в эти условия функции (2.99), учитывая, что 

1
1

1
cos

2

a
x a

       
, 1

1
1

sin
2

ib
y b

        
, и применяя метод рядов, полу-

чаем, что 1 0k na   при 2n  , а для 11ka  имеет место система уравнений  

4

11
1

, , ,k
k yk yk k

kk

p
q d b a
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1 1
1

, , ,k
k yk yk k k k

kk

p
q d b R m
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k kyk ykk
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p
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.                        (2.101) 

Тогда функции (2.99) примут вид 

11

1

( ) k
k k k k

k

a
W z Г z  


,                                                                    (2.102) 

а для моментов (2.62), (2.63)  получаются выражения 

 , , , , , ,x y xy dx dy bx byM M H M M M M   

   
4

11
2

1 1 1 1

2Re , , , , , , k
k k k xk yk xk yk k

k k k k

a
p q r d d b b Г

R m

 
   
    

 .   (2.103) 

В случае жесткого подкрепления контура отверстия в приведенном реше-

нии нужно принять 1k kp   , k kq   .  

Если эллипс переходит в прямолинейный разрез при 1 0b   (трещину или 

жесткое линейное включение), то для его концов можно вычислить и коэффици-

енты интенсивности моментов (КИМ) 1Mk  (КИМ, соответствующий моменту 

yM ) и 2Mk  (КИМ, соответствующий моменту xyH ), используя известные форму-

лы [54]  

4
2 2

1
1

2Re sin φ cos φ 2 sin φcosφM k k k k
k

k p q r M



     , 



68 

   
4

2 2
2

1

2Re cos φsin φ cos φ sin φM k k k k
k

k q p r M



      ,    (2.104) 

в которых 

1
1

1 1

( 1)
2

n
k k n

k n

a
M n a

R




  .                                                           (2.105) 

причем « » и «» у КИМ в локальной системе координат относятся к правому и 

левому концам трещины соответственно, φ  – угол наклона трещины относитель-

но оси Ox , отсчитываемый от положительного направления Ox  против часовой 

стрелки. 

Численные исследования были проведены для пластинки с эллиптическим 

отверстием из материалов: 1) композит на основе 3 2 4BaTiO -CoFe O  (материал М1) 

[196, 210]; 2) композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные 

которого соответствуют селениду кадмия CdSe , а пьезомагнитные и магнитные – 

3BaTiO  (М2) [173]; 3) композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические 

постоянные которого соответствуют PZT-4 , а пьезомагнитные и магнитные – 

2 4CoFe O  (М3) [173]. Физико-механические постоянные этих материалов даны в 

таблице 2.1.  

Для случая действия на плиту из различных материалов с круговым отвер-

стием радиуса 1a  1 1( )b a  механических моментов y yM m   в таблице А.2.1, и в 

случае действия моментов x xM m   в таблице А.2.2 приложения в зависимости 

от центрального угла отверстия  , отсчитываемого от положительного направле-

ния оси Ox  против часовой стрелки, с точностью до множителя ym  или xm  при-

ведены значения моментов sM  от нормальных напряжений s  вблизи контура 

отверстия на площадках, перпендикулярных к контуру. А на рисунке Б.2.1 и ри-

сунке Б.2.2 для плиты с круговым отверстием из материала М2 изображены гра-

фики распределения этих моментов s yM m  и s xM m  для задач ЭМУ (сплошная 

линия), МУ (штриховая линия), ЭУ (штрих-пунктирная линия), ТУ (пунктирная 

линия). 
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Таблица 2.1 – Физико-механические постоянные материалов 

Величина 
Материалы 

М1 М2 М3 

11 0 33 0/s s s s  7,165 22,260 10,745 

22 0s s  6,797 14,984 7,398 

44 0 66 0s s s s  19,912 47,481 7,637 

55 0s s  19,802 69,204 32,680 

12 0 23 0s s s s  -2,337 -6,437 -2,542 

13 0s s  -2,736 -11,942 -5,595 

16 0 34 0g g g g  2,028 109,22 2,054 

21 0 23 0g g g g  -0,496 -4,333 -1,159 

22 0g g  1,157 8,016 2,458 

16 0 34 0p p p p  1,850 268,318 98,843 

21 0 23 0p p p p  0,576 17,778 12,102 

22 0p p  1,186 31,206 22,268 

11 0 33 0/      0,156 19,612 0,106 

22 0   0,137 10,612 0,090 

11 0 33 0/      -0,190 213,404 -14,931 

22 0   -0,185 -5,534 -3,740 

11 0 33 0/      0,336 0,590 0,805 

22 0   0,119 0,575 0,704 

6 -1
0 10 МПаs  , 2 -1 2

0 10 МКл мg  , 5 -1
0 10 МТлp  , 

3 2 -2
0 10 МН м МКл    , 1 -1

0 10 МКл м МА    , 1 -2
0 10 МПа МТл    

 

Как видно, наибольшие изгибающие моменты возникают в плите из 

«наиболее анизотропного» по упругим свойствам материала М2 («степень анизо-

тропии» характеризуется отношением 11 22s s ). Как следует из рисунка Б.2.1 и ри-

сунка Б.2.2 совместный учет электрических и магнитных свойств значительно 

влияет на значения основных характеристик ЭМУС. Видно, что с учетом всех 

свойств полученные значения моментов sM  в некоторых точках отличаются друг 

от друга значительно. Поэтому даже в случае силовых воздействий при решении 
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задач нельзя пренебрегать ни электрическими, ни магнитными свойствами пьезо-

материалов. 

В таблице А.2.3 для случая действия на плиту с одним жестко 

подкрепленным круговым отверстием радиуса 1a  1 1( )b a  механических 

моментов y yM m   для задач ЭМУ и ТУ в зависимости от центрального угла 

отверстия  , отсчитываемого от положительного направления оси Ox  против 

часовой стрелки, с точностью до множителя ym  в точках контура отверстия 

приведены значения механических моментов nM  (соответствующих нормальным 

напряжениям n  на площадках, касательных к контуру), а в таблице А.2.4 для 

этой же задачи приведены значения моментов sM  (соответствующих 

нормальным напряжениям s  на площадках, перпендикулярных к контуру). 

Также, на рисунках Б.2.3 и Б.2.4, аналогично случаю бесконечной плиты со 

свободным круговым отверстием, для плиты с жестко подкрепленным круговым 

отверстием из материала М2 изображены графики распределения соответственно 

моментов s yM m  и s xM m  для задач ЭМУ, МУ, ЭУ и ТУ. Из приведенных 

данных видно, что значения моментов sM  оказываются значительно меньше nM . 

При жестком подкреплении контура отверстия вблизи точки 0   (в случае 

действия на бесконечности моментов y yM m  ) моменты nM  и sM  

отрицательны, а значит при положительных толщинных координатах z  в этой 

зоне возникает зона сжатия, в отличие от задачи об изгибе плиты со свободным 

отверстием, для которой в этой зоне имеют место существенные растягивающие 

моменты. Значения моментов nM  становятся наибольшими вблизи точек 

вертикального диаметра (соответствующих значению параметра 2   ). 

Значительная концентрация (отличие от 1) этих моментов наблюдается и вблизи 

концов горизонтального диаметра (соответствующих значению параметра 0  ). 

В случае «наиболее изотропного» материала М1 учет пьезосвойств незначительно 

влияет на значения механических моментов. Для плиты с жестко подкрепленным 

отверстием значения моментов в зонах их наибольшей концентрации при учете 
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пьезосвойств плиты меньше, нежели без их учета, что существенно отличает эту 

задачу от задачи изгиба пьезоплиты со свободным отверстием.  

Как показывают расчеты, на значения моментов и характер распределения 

около контура отверстия моментов sM  значительно влияет отношение полуосей 

эллипса 1 1b a . Чем больше это отношение отличается от единицы, тем больше 

становятся моменты sM  вблизи конца большой полуоси эллипса. Это видно и из 

данных рисунка Б.2.3, где для некоторых значений этого параметра изображены 

графики распределения около контура отверстия моментов sM  для случая изгиба 

плиты механическими моментами y yM m  . При 3
1 1 10b a   моменты около 

контура отверстия вдали от концов большой оси малы, вблизи этих концов велики 

и легко вычислить КИМ (коэффициенты интенсивности моментов). 

 

 

2.10. Выводы к разделу 2 
 

В данном разделе диссертации представлены гипотезы и краевые задачи 

теории изгиба тонких электромагнитоупругих плит, исследованы основные соот-

ношения для комплексных потенциалов, граничные условия для определения 

комплексных потенциалов, общие представления этих функций для многосвязных 

областей. 

Получены точные решения задач об изгибе сплошной эллиптической плиты 

под действием равномерно распределенных по контуру моментов, бесконечной 

плиты со свободным или жестко подкрепленным эллиптическим отверстием под 

действием заданных на бесконечности моментов. Найдены аналитические выра-

жения для комплексных потенциалов. Установлено, что в эллиптической плите от 

механических воздействий электрическая и магнитная индукции не возникают, и, 

наоборот, от действий индукций механические напряжения не возникают, хотя 

пьезоэффект имеет место всегда в плане возникновения деформаций, перемеще-

ний и электрического и магнитного потенциалов; для бесконечной плиты с эллип-
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тическим отверстием или трещиной пьезоэффект наблюдается всегда и значи-

тельно влияет на значения изгибающих моментов. Для плиты с эллиптическим 

отверстием изучены закономерности влияния физико-механических свойств ма-

териала и геометрических характеристик отверстия на значения изгибающих мо-

ментов. 

По результатам, представленным в разделе 2, опубликованы работы [43, 45, 

56, 69, 128].  
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ГЛАВА 3 

Equation Section 3 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОБ ИЗГИБЕ МНОГОСВЯЗНЫХ  

ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГИХ ПЛИТ 

 

 

3.1. Общее решение задачи для плиты с отверстиями и трещинами 

 

Постановка задачи. Рассмотрим тонкую электромагнитоупругую плиту с от-

верстиями и трещинами, отнесенную к прямоугольной декартовой системе координат 

Oxy . В случае криволинейных отверстий их контуры можно аппроксимировать 

дугами эллипсов или берегами прямолинейных трещин, которые рассматривают-

ся как частный (предельный случай) эллиптических отверстий. В связи с этим бу-

дем считать, что плита занимает много-

связную область S , ограниченную внеш-

ним контуром 0L  и контурами эллипти-

ческих отверстий lL   1,l    с полуося-

ми la , lb  (рисунок 3.1), причем в локаль-

ных системах координат l l lO x y  с нача-

лами в центрах эллипсов lL  и направле-

ниями осей l lO x  вдоль полуосей la  их 

параметрические уравнения будут таки-

ми:   

cosθl lx a ,   sinθl ly b ,                                                            (3.1) 

а в основной системе координат Oxy  имеют вид 

0 cosφ sin φl l l l lx x x y   , 

0 sin φ cosφl l l l ly y x y   ,                                                               (3.2) 

где θ   параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от 0  до 2π ; 

Рисунок 3.1 
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0lx , 0ly  – координаты начала локальной системы l l lO x y  в основной системе Oxy ; 

φl   угол между положительными направлениями осей Ox  и l lO x , отсчитывае-

мый от положительного направления Ox  против часовой стрелки. Плита находит-

ся под действием приложенных к ее контурам lL  0,l    механических изгибаю-

щих моментов  lm s , поперечных сил  lp s , моментов электрической индукции 

 dlm s  и магнитной индукции  blm s , сосредоточенных воздействий (сил, момен-

тов механических и моментов индукционных) во внутренних точках  0 0 0,r r rz x y  

области S . Как частный случай, когда контур 0L  полностью уходит в бесконеч-

ность, будем рассматривать и бесконечную многосвязную плиту, будем предпо-

лагать, что на бесконечности действуют механические изгибающие и крутящие 

моменты xM  , yM  , xyH  и моменты индукций (векторов индукций) dxM  , dyM  , 

bxM  , byM  , причем в случае необходимости моменты напряженностей (векторов 

напряженностей) dxH , dyH , bxH , byH  можно найти на основе уравнений состоя-

ния. Аналогичная процедура пересчета имеет место и в случае задания на беско-

нечности вместо моментов индукций моментов напряженностей. 

Комплексные потенциалы задачи. Если для решения задачи определения 

ЭМУС плиты использовать комплексные потенциалы электромагнитоупругости 

[50], то оно сводится к нахождению из соответствующих граничных условий 

функций ( )k kW z   1, 4k  , которые определены в областях kS , получаемых из 

области S  аффинными преобразованиями (2.54) и ограниченных контурами klL , 

соответствующими контурам lL  при этих преобразованиях, и на основании (2.85) 

имеют вид  

     
1

ln
L

k k k k kl k kl k kl
l

W z z A z B z z


        

     0 0 0 0

1

ln
R

kr k kr k kr k k
r

A z B z z W z


    ,         (3.3) 



75 

где k , klA , klB , 0
krA , 0

krB  – известные постоянные, определяемые решением си-

стем (2.86), (2.87), (2.88);  0
k kW z  – функции, голоморфные в многосвязных об-

ластях kS , ограниченных контурами klL . Последние функции можно представить 

в виде 

 0 ( )k k kl k
l g

W z W z


 


,                                                             (3.4) 

в котором  0k kW z  – функции, голоморфные внутри внешних контуров 0kL ; 

 kl kW z   1,l    – функции, голоморфные вне контуров отверстий klL . Для постро-

ения указанных функций используем конформные отображения. 

Отобразим конформно внешности единичных кругов ζ 1kl   на внешности 

эллипсов klL , используя формулы [37] 

ζ
ζ

kl
k kl kl kl

kl

m
z z R

 
   

 
,                                                                   (3.5) 

где 

0 0μkl l k lz x y  , 

   cosφ μ sin φ sin φ μ cosφ

2
l l k l l l k l

kl
a ib

R
  

 , 

   cosφ μ sin φ sin φ μ cosφ

2
l l k l l l k l

kl
kl

a ib
m

R

  
 .                          (3.6) 

μk  – корни характеристического уравнения (2.51). 

Тогда функции  kl kW z   1,l   , голоморфные вне отверстий с контурами 

klL , включая бесконечно удаленную точку, после конформных отображений (3.5) 

будут голоморфными вне единичных контуров ζ 1kl  , включая бесконечно уда-

ленную точку, и их можно разложить в ряды Лорана по неположительным степе-

ням ζkl , т. е.  

 
0 ζ

kln
kl k n

n kl

a
W z





   .                                                                              (3.7) 
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Функции  0k kW z  голоморфны в односвязных областях, ограниченных кон-

турами 0kL , и их можно разложить в ряды по полиномам Фабера для этих обла-

стей, или степенными рядами  

  0
0 0

00

n
k k

k k k n
kn

z z
W z a

R





    
 

 ,                                                         (3.8) 

в которых 0kR  – постоянные, определяемые из конформных отображений (3.5) 

для контуров 0kL . 

Окончательно для комплексных потенциалов (3.3) имеем  

       00
1

1 φk k k k k k k kln kln k
l g n

W z g a g z N z a z


 

      


,                     (3.9) 

         0 0 0

1 1

ln ln
R

k k kl k kl k kl kr k kr k kr
l r
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, 

  0
0

0
φ

n
k k

k n k
k

z z
z

R

 
  
 

,     1
φ

ζ
kln k n

kl

z    1,l   ; 

где klna  – неизвестные постоянные, которые будем определять из граничных 

условий на контурах плиты. 

Граничные условия на контуре pL   ,p g   (механические и 

электромагнитные) для определения комплексных потенциалов имеют вид [53] 

   
4

1

2Re ikp k kp ip p
k

g W t f t


  ,                                                        (3.10) 

в котором  

   1 2 3 4, , , , , ,kp kp kp kp k k k yk ykg g g g p q d b  ; 

 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )p p p p p p p pf t f t f t f t   

  1
0

,
s

p p p pm dy f dx c x c
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  2
0

,
s

p p p pm dx f dy c y c    

3 4
0 0

,
s s

dp p bp pm ds c m ds c


    



  ; 

0

( ) ( )
s

p pf s p s ds  , 

если контур pL  загружен внешними воздействиями в виде механических 

изгибающих моментов ( )n pM m s  и поперечных усилий ( )n pN p s , 

изгибающих индукционных моментов ( )dn dpM m s , ( )bn bpM m s , и 

   1 2 3 4, , , 1, , ,kp kp kp kp k yk ykg g g g d b  , 

 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )p p p p p p p pf t f t f t f t   

0 0
3 4, ,p p

w w
c c

x y

 
      

 

5 6
0 0

,
s s

dp p bp pm ds c m ds c


    



  , 

когда контур pL  плиты жестко подкреплен; pc  – вещественные, ipc  – 

комплексные постоянные;  0 ,w x y  – частное решение неоднородного 

дифференциального уравнения (2.37). 

Для многосвязных областей граничным условиям удобнее удовлетворять в 

дифференциальной форме, которые не будут содержать аддитивных постоянных, 

входящих в эти условия. Продифференцировав уравнения (3.10), имеем 

4

,
1

( )
2Re δ ( )

ip p
ikp k s k kp

k

df t
g W t

ds

   ( 1, 4)i  ,                                     (3.11) 

в котором  

1 μ
k

kp
k

p
g  ,   2kp kg q ,   3kp ykg d ,   4kp ykg b ; 
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1p
p p p

df dy dx dx
m f c

ds ds ds ds
    
 

 ,    

2 p
p p p

df dx dy dy
m f c

ds ds ds ds
    
 

 , 

3 p
dp

df
m

ds
  ,   4 p

bp

df
m

ds
  ;    

0

( ) ( )
s

p pf s p s ds  ; 

если контур pL  загружен внешними воздействиями в виде механических изгиба-

ющих моментов  n pM m s  и поперечных усилий  n pN p s , изгибающих ин-

дукционных моментов  dn dpM m s ,  bn bpM m s , и 

1 1kpg  ,   2 μkp kg  ,   3kp ykg d ,   4kp ykg b ; 

1 0pdf wd

ds ds x

     
,   

2 0pdf wd

ds ds y

 
    

,    

3 p
dp

df
m

ds
  ,   4 p

bp

df
m

ds
  ; 

когда контур pL  плиты жестко защемлен или жестко подкреплен; kp , kq , ykd , 

ykb  – постоянные, вычисляемые по формулам (2.62), (2.63); pс  – вещественные 

постоянные, для внешнего контура принимается, что 0 0с  ; верхние знаки в этих 

формулах относятся к внешнему контуру 0L  области S , нижние – к контурам от-

верстий;  0 ,w x y  – частное решение неоднородного дифференциального уравне-

ния (2.37); 

     
1

φk k k k k kln kln k
l g n

W z g N z a z


 

     


,                                 (3.12) 
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φ
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n
z
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  1,l   .  

Сведение решения задачи к переопределенной системе линейных ал-

гебраических уравнений. Граничным условиям (3.11) будем удовлетворять 

обобщенным методом наименьших квадратов [19, 67, 138]. Для этого выберем на 

каждом из контуров pL  систему точек  ,pm pm pmM x y   , ; 1, pp g m M  , в ко-

торых удовлетворим соответствующим граничным условиям. Подставляя функции 

(3.12) в граничные условия (3.11) в точках  ,pm pm pmM x y , для определения не-

известных постоянных klna  получаем систему линейных алгебраических уравне-

ний вида  

  
4 4

, ,
1 1 1

2Re δ φ 2Re δikp k s kln kpm kln ikp k s k
k l g n k

g t a g g


   

    


 

   ip pm
k kpm

df t
N t

ds
    1,4; , ; 1, pi p g m M   .   (3.13) 

Кроме уравнений (3.13), для каждого контура отверстия должны выполняться 

уравнения 

4

1
1

2Re 0kl
k

ia


   1,l   ,                                                                (3.14) 

следующие из условия однозначности прогиба при полном обходе контуров от-

верстий lL . 

Систему (3.13), дополненную уравнениями (3.14), для определения посто-

янных klna  и jc , будем решать методом сингулярных разложений [160, 161]. По-

сле нахождения псевдорешений этой системы функции ( )k kW z  будут известными 



80 

и по ним можно вычислять основные характеристики ЭМУС (механические изги-

бающие и крутящий моменты, моменты индукций электрического и магнитного 

полей, перерезывающие силы) изгиба по формулам (2.62), (2.63), (2.65). А если 

некоторый эллипс lL  переходит в прямолинейный разрез-трещину, то для его 

концов можно вычислить также коэффициенты интенсивности моментов (КИМ) 

по известным формулам [54]  

4
2 2

1
1

2Re sin φ cos φ 2 sin φ cosφM k l k l k l l k
k

k p q r M



     , 

   
4

2 2
2

1

2Re cos φ sin φ cos φ sin φM k k l l k l l k
k

k q p r M



      ,        (3.15) 

в которых 

1

( 1)
2

l n
k kln

kl n

a
M n a

R




  .                                                        (3.16) 

причем « » и «» у КИМ в локальной системе координат относятся к правому и 

левому концам трещины соответственно. 

 

 

3.2. Исследование электромагнитоупругого состояния  

плит с отверстиями и трещинами 

 

Были выполнены многочисленные исследования концентрации моментов и 

их изменения в пьезоплитах в зависимости от геометрических параметров 

отверстий, способов их загружения и подкрепления, физико-механических 

постоянных материалов плит.  

Исследования ЭМУС конечных плит. При проведении численных 

исследований количество членов в бесконечных рядах (3.12) и количество точек 

pM  на каждом из контуров pL  0,p   , в которых удовлетворялись граничные 

условия при получении уравнений системы (3.13), увеличивались до тех пор, пока 

граничные условия на контурах не начинали выполняться с достаточно высокой 
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степенью точности (модуль абсолютной погрешности не превышал 310 ). Для 

получения таких результатов в описываемых ниже случаях достаточно было 

оставлять от 10 до 150 членов в каждом из рядов (3.12) и на каждом из контуров 

брать от 30 до 500 равномерно удаленных по параметру   параметрического 

задания (3.1) точек. Исследования проводились для задач ЭМУ, ЭУ, МУ, ТУ. 

Результаты расчетов представлены только для задач ЭМУ и ТУ. Как показали 

расчеты, учет электрических свойств материала незначительно влияет на 

значения основных характеристик ЭМУС (значения величин для задач ЭУ и ТУ 

близки), тогда как учет магнитных свойств существенно влияет на них (значения 

величин для задач ЭМУ и МУ близки друг другу). Ниже описаны лишь некоторые 

из полученных результатов для круговой плиты с отверстиями и трещинами, 

когда плита по внешнему контуру 0L  изгибается равномерно распределенными 

механическими моментами интенсивности 0nM m . Значения всех величин 

приводятся с точностью до 0m  как множителя.  

Круговое кольцо. В таблице А.3.1 для кругового кольца с внешним конту-

ром 0L  радиуса 0a  ( 0 0b a ) и центральным круговым отверстием с контуром 1L  

радиуса 1a  ( 1 1b a ) (рисунок 3.2) с точностью до 0m  для задач 

ЭМУ и ТУ в зависимости от отношения 1 0/a a  и центрально-

го угла контуров кольца  , отсчитываемого от направления 

оси Ox  против часовой стрелки, приведены значения изгиба-

ющих моментов ( sM ) в точках контуров на площадках, пер-

пендикулярных контурам. 

Из данных таблицы А.3.1 и других полученных результатов следует, что с 

увеличением радиуса отверстия 1a  (с уменьшением ширины кольца) значения из-

гибающих моментов около контуров возрастают, приближаясь друг к другу; для 

отверстия небольшого радиуса ( 1 0/ 0,1a a  ) влияние одного контура на значения 

моментов около другого незначительно и им можно пренебречь. Наибольшие из-

гибающие моменты возникают в плите из «наиболее» анизотропного по упругим 

свойствам материала М2 («степень анизотропии» характеризуется степенью от-

Рисунок 3.2 
0m

x

y
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личия отношения 11 22/s s  от 1). Учет пьезосвойств материала (сравнить значения 

моментов в задачах ЭМУ и ТУ) оказывает значительное влияние на значения из-

гибающих моментов, особенно в зонах их наибольшей концентрации. Следова-

тельно, при исследованиях концентрации напряжений в элементах конструкций, 

изготовленных из пьезоматериалов, нельзя ограничиваться решением задачи ТУ, 

а нужно решать задачу ЭМУ. 

Круговой диск с трещиной. Как показывают расчеты, при уменьшении от-

ношения 1 1/b a  длин полуосей эллиптического отверстия 1L , значения изгибаю-

щих моментов вблизи концов большой оси отверстия бесконечно увеличиваются, 

на достаточно большом расстоянии от концов малой оси они уменьшаются и не-

значительно изменяются от точки к точке. Это видно и из данных рисунка Б.3.1, 

где для круговой плиты с центральным эллиптическим отверстием изображены 

графики распределения моментов 0/sM m  около контура отверстия для некото-

рых значений отношения 1 1/b a  при 1 0/ 0,5a a  . Сплошные линии относятся к за-

даче ЭМУ, штриховые к задаче ТУ. Как показывают расчеты, при 3
1 1/ 10b a   эл-

липс можно считать трещиной и вычислять для ее концов КИМ.  

В таблице А.3.2 для изготовленной из материала М2 круговой плиты радиу-

са 0a  ( 0 0b a ) с внутренней трещиной длины 0a  (рисунок 3.3, а) в зависимости от 

отношения 0/с a , где с  – длина перемычки между концом трещины и контуром 

плиты, приведены значения моментов в точках контура диска и КИМ для концов 

трещины. Результаты для 0/с a , равных 0,5 и 0, соответствуют плите с централь-

ной и краевой трещиной. В таблице А.3.3 для той 

же круговой плиты с краевой трещиной длины l  

вдоль диаметра (рисунок 3.3, б) в зависимости от 

отношения 0/l a  приведены значения моментов 

0/sM m  в точках контура плиты и КИМ для кон-

ца трещины.  

а                            б 
Рисунок 3.3 
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Как видно из данных таблицы А.3.2 и таблицы А.3.3, при приближении 

внутренней трещины к контуру плиты значения изгибающих моментов 0/sM m  

около контура плиты и КИМ растут лишь при весьма малых длинах перемычки. В 

отличие от этого велико влияние длины краевой трещины на значения этих изги-

бающих моментов и КИМ: с увеличением длины краевой трещины значения мо-

ментов около контура плиты в зоне, вблизи перемычки, и КИМ резко растут, до-

стигая весьма больших значений при малых перемычках. 

Круговой диск с двумя отверстиями. Большая концентрация моментов воз-

никает и в диске с внутренними отверстиями при увеличении их размеров. Это 

видно из рисунка Б.3.2, где для изготовленной из материала М2 круговой плиты 

радиуса 0a  с двумя симметрично расположенными круговыми отверстиями ради-

усов 1a  с центрами в точках  0 / 2; 0a  и  0 / 2; 0a  изображены графики распре-

деления моментов 0/sM m  около контура левого отверстия для некоторых значе-

ний отношения 1 0/a a . 

Круговой диск с двумя выемами. Для круговой плиты радиуса 0a  с двумя 

симметричными круговыми выемами радиуса 1a  

(рисунок 3.4) в таблице А.3.4 приведены значения 

моментов 0/sM m  в точках контура 1L  левого вы-

ема для некоторых значений отношения 1 0/a a  в 

зависимости от центрального угла  , отсчитывае-

мого от направления горизонтального диаметра 

против часовой стрелки. 

Как видно, с ростом радиуса выема (с уменьшением длины перемычки меж-

ду выемами) значения моментов около контуров выемов в зоне перемычки (при 

/ 6   ) резко растут, незначительно изменяясь вдали от перемычки. 

Круговой диск с двумя выемами и центральным отверстием. Для круговой 

плиты радиуса 0a  с двумя симметричными круговыми выемами радиуса 1a  и цен-

тральным отверстием радиуса 3a  (рисунок 3.5) в таблице А.3.5 приведены значе-

Рисунок 3.4 
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ния моментов 0/sM m  в некоторых точках плиты в зависи-

мости от отношения 3 0/a a . 

На рисунке Б.3.3 для круговой плиты с внешним кру-

говым контуром радиуса 0a  с двумя симметричными кру-

говыми выемами радиуса 1 0 / 2a a  с центрами на внешнем 

контуре и центральным круговым отверстием радиуса 3a  при изгибе под действи-

ем моментов 0m  по внешнему контуру с точностью до множителя 0m  приведены 

значения изгибающих моментов 0/sM m  в точках контура центрального кругово-

го отверстия для некоторых значений отношения 3 0/a a  в зависимости от цен-

трального угла  , отсчитываемого от положительного направления оси Ox  про-

тив часовой стрелки. 

Как видно, с ростом радиуса центрального отверстия значения моментов 

около контура отверстия в зоне перемычек (при / 6   ) резко растут, незначи-

тельно изменяясь вдали от перемычек. 

Прямоугольная плита с круговым отверстием. В таблице А.3.6 для изгиба 

квадратной плиты из материала М2 с центральным круговым отверстием контура 

1L  радиуса 1a  равномерно распределенными вдоль го-

ризонтальных сторон изгибающими моментами yM  ин-

тенсивности 0m  (рисунок 3.6) в зависимости от отно-

шения от 1/c a , где c – длины перемычек между конту-

ром отверстия и сторонами, и центрального угла  , от-

считываемого от оси Ox  против часовой стрелки, при-

ведены значения изгибающих моментов 0/sM m  около 

1L  на площадках, нормальных к контуру, а также в некоторых точках сторон. На 

рисунке Б.3.4 изображены графики распределения этих моментов около контура 

1L , причем сплошные линии относятся к задаче ЭМУ, штриховые – к задаче ТУ. 

Исследования ЭМУС бесконечных плит. Были проведены численные ис-

следования электромагнитоупругого состояния для бесконечной плиты с эллип-

Рисунок 3.6 
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тическими отверстиями и трещинами при их различном взаиморасположении и 

сочетании, когда на контурах механические изгибающие моменты, поперечные 

силы, моменты электрической индукции и магнитной индукции равны нулю. Для 

каждого отверстия оставлялось от 10 до 150 членов в бесконечных рядах (3.12) и 

брать от 30 до 500 точек pM  на каждом из контуров pL , в которых удовлетворя-

лись граничные условия при получении системы уравнений (3.13). Ниже описаны 

лишь некоторые из полученных результатов численных исследований для случаев 

действия на бесконечности изгибающих моментов y yM m   (при 

0x xy dy dy by byM H M M M M           ), x xM m   (при 

0y xy dy dy by byM H M M M M           ) или моментов магнитной индукции 

by byM m   (при этом 0x y xy dy by byM M H M M M           ). Приводимые ниже 

значения основных характеристик ЭМУС даны с точностью до интенсивности 

указанных приложенных воздействий как множителя. Исследования проводились 

для задач ЭМУ, ЭУ, МУ, ТУ. Результаты расчетов описаны только для задач 

ЭМУ и ТУ, так как, как показали численные исследования, учет электрических 

свойств материала незначительно влияет на значения основных характеристик 

ЭМУС (значения величин для задач ЭУ и ТУ близки друг другу), тогда как учет 

магнитных свойств существенно влияет на эти значения (значения величин для 

задач ЭМУ и МУ близки друг другу).  

Плита с двумя круговыми отверстиями. В таблице А.3.7 для плиты с двумя 

круговыми отверстиями радиуса 1a   2 2 1 1a b b a    вдоль оси Ox  (рисунок 3.7) 

при действии на бесконечности механических моментов y yМ m   с точностью до 

множителя ym  для задач ЭМУ и ТУ, в зависимости от 

отношения 1/с a , где c  – расстояние между контурами 

отверстий, и центрального угла отверстия  , отсчитыва-

емого от линии центров отверстий против часовой стрел-

ки, приведены значения моментов sМ  вблизи контура Рисунок 3.7 

 
c

 

ym
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левого отверстия на площадках, перпендикулярных контуру. При этом расстояние 

20 10 12c x x a   , где 10x , 20x  – аффиксы центров круговых отверстий, значения 

0c   и 0c   соответствуют случаям, когда контуры отверстий соответственно ка-

саются друг друга и пересекаются. В таблице А.3.8 и таблице А.3.9 приведены 

аналогичные значения моментов s yМ m  и моментов n yМ m  (в точках контура 

отверстия на площадках, касательных к контуру) для случая жестко подкреплен-

ных отверстий. На рисунке Б.3.5 и рисунке Б.3.6 в случае плиты из наиболее ани-

зотропного по упругим свойствам материала М2 («степень анизотропии» харак-

теризуется степенью отличия отношения 11 22s s  от 1) для некоторых значений 

1/с a  изображены графики распределения моментов s yМ m  для случаев свобод-

ных и жестко подкрепленных отверстий соответственно. Сплошные линии отно-

сятся к задаче ЭМУ, штриховые – к задаче ТУ.  

Из приведенных данных и других полученных результатов следует, что при 

сближении отверстий друг с другом значения основных характеристик ЭМУС в 

зоне между отверстиями резко возрастают, незначительно изменяясь в других зо-

нах. В тех случаях, когда контуры отверстий пересекаются, при приближении 

центров отверстий значения основных характеристик уменьшается, а при совпа-

дении этих центров (когда 20 10x x , 12c a  ), как и следовало ожидать, значения 

этих характеристик оказываются такими, как в плите с одним отверстием. При 

действии механических моментов наибольшие механические изгибающие момен-

ты возникают в плите из наиболее анизотропного по упругим свойствам материа-

ла М2. При жестком подкреплении отверстий в зоне перемычки между ними при 

положительных толщинных координатах z  возникает зона сжатия, в отличие от 

случая плиты со свободными отверстиями. Учет пьезосвойств материала (ср. зна-

чения моментов в задачах ЭМУ и ТУ) значительно влияет на значения изгибаю-

щих моментов, особенно в зонах наибольшей концентрации изгибающих момен-

тов. Следовательно, при решении вопросов прочности элементов конструкций с 

отверстиями из пьезоматериалов нельзя ограничиваться решением задачи ТУ, а 

нужно решать задачу ЭМУ. Из описанных результатов также следует, что с уве-
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личением расстояния между отверстиями значения основных характеристик 

ЭМУС около контуров отверстий уменьшаются и при расстояниях между конту-

рами, больших диаметра отверстия (при 1/ 2с a  ) влиянием одного отверстия на 

ЭМУС около другого не значительно и им можно пренебречь и считать плиту 

ослабленной одним отверстием.   

Плита с двумя трещинами. Как показывают расчеты, при уменьшении от-

ношения полуосей эллипса, например отношения l lb a , значения основных ха-

рактеристик ЭМУС вблизи концов большой оси бесконечно растут, около концов 

малой оси, на достаточно большом расстоянии от них, они уменьшаются и незна-

чительно изменяются от точки к точке. Как показывают численные исследования, 

при 310l lb a   эллипс можно считать трещиной и вычислять для ее концов 

КИМ. Все это видно и из данных рисунка Б.3.7, где для плиты с двумя одинако-

выми эллиптическими отверстиями ( 2 1a a , 2 1b b ), находящимися друг от друга 

на расстоянии половины длины большой полуоси эллипса ( 1/ 0,5с a  ), при дей-

ствии y yМ m   для задачи ЭМУ приведены значения моментов sМ  вблизи кон-

тура левого отверстия для некоторых значений отношения 1 1b a . 

В таблице А.3.10 и таблице. А.3.11 для плиты из материала М2 с двумя 

трещинами длины 12a  каждая ( 4
2 1 10b b   , 2 1a a ) вдоль оси Ox , в зависимости 

от отношения 1/c a , где c  – расстояние между трещинами, в случае механических 

воздействий y yМ m   приведены значения соответствующих изгибающему мо-

менту yМ  КИМ 1k  (для левого конца) и 1k  (правого конца) для левой трещины и 

левого жестко подкрепленного разреза соответственно (рассматриваемых как 

предельный случай эллипса 1L ). Как видно, в первом случае КИМ положительны, 

а во втором – отрицательны, т.е. при положительных толщинных координатах z  

напряжения в плите со свободными трещинами положительны и происходит рас-

тяжение, а в плите с жестко подкрепленными разрезами наоборот – сжатие. С 

уменьшением расстояния между трещинами КИМ для их вершин растут, особен-
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но для внутренних вершин трещин; при весьма близких расстояниях между тре-

щинами КИМ для внешних вершин такой же, как для трещины двойной длины 

14a . Это следует из того, что для трещины длины 12a  КИМ вычисляется по фор-

муле 1 1k a  , а для трещины двойной длины 14a  по формуле 1 12k a  , т. е. 

эти КИМ отличаются друг от друга множителем 2 , равным 1,414. Последнее 

видно из изменения 1k  при 1/ 0c a  . Отрицательные значения параметра 1/c a  в 

таблице А.3.10 и таблице А.3.11 имеют тот же смысл, что отрицательные значе-

ния 1/c a  в таблице А.3.7 и таблице А.3.8 для плиты с двумя отверстиями.  

Плита с круговым отверстием и трещиной. Большой практический инте-

рес представляет влияние на ЭМУС плиты с отверстием, имеющихся в ней тре-

щин, внутренних и краевых. Для выяснения этого влияния были проведены ис-

следования значений изгибающих моментов sМ  вблизи контура отверстия и 

КИМ для концов трещины в случае плиты из материала М2 от действия моментов 

y yМ m  .  

В таблице А.3.12 для плиты с круговым отверстием радиуса 1a  и внутрен-

ней трещиной длины 12a  вдоль диаметра отверстия (рисунок 3.8), находящейся на 

расстоянии c  от контура, в зависимости от отношения 

1/c a  приведены значения моментов sМ  вблизи контура 

отверстия и КИМ для концов трещины. Под приводимым 

в таблице А.3.12 параметром t, для отверстия понимается 

центральный угол отверстия  , отсчитываемый от 

направления трещины (оси Ox ) против часовой стрелки, 

для трещины координаты конца трещины. Видно, что в плите с круговым отвер-

стием и внутренней диаметральной трещиной при приближении трещины к от-

верстию (при уменьшении 1/c a ) значения изгибающих моментов около контура 

отверстия и КИМ для концов трещины резко растут в зоне между отверстием и 

трещиной и незначительно изменяются в других зонах. Если трещина удалена от 

отверстия более, диаметра отверстия (длины трещины в данном случае), взаим-

Рисунок 3.8 
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ным влиянием отверстия и трещины на напряженное состояние плиты можно 

пренебречь. Из сравнения данных таблицы А.3.12 с данными таблицы А.3.7 и 

таблицы А.3.10 видим следующее: при одних и тех же расстояниях в плите с от-

верстием и внутренней трещиной концентрация моментов (соответственно и 

напряжений) около контура отверстия ниже, чем в плите с двумя отверстиями; в 

плите с отверстием и трещиной значения КИМ для концов трещины (соответ-

ственно и КИН) больше, чем в плите с 2 трещинами. 

В таблице А.3.13 для плиты с круговым отверстием радиуса 1a  и краевой 

трещиной длины l  (рисунок 3.9) приведены значения изгибающих моментов sМ  

около контура отверстия и КИМ для конца трещины в зави-

симости от отношения 1/l a . Видно, что наличие краевой 

трещины приводит к резкому уменьшению значений изги-

бающих моментов в зоне выхода трещины на контур (в 

окрестности точки 0  ) и их увеличению в противопо-

ложной к трещине зоне около контура отверстия (в окрест-

ности точки    ), причем с увеличением длины трещины значения моментов в 

указанной противоположной зоне и КИМ для конца трещины растут . Если длина 

трещины велика, то значение моментов в близкой окрестности указанной точки 

тоже велико, а значения КИМ растут, как в случае плиты с одной трещиной, т. е. 

растет как корень квадратный l . Создание отверстия в конце трещины хотя и 

снимает бесконечную концентрацию моментов около этого конца трещины, но 

увеличивает значения КИМ для второго конца трещины, хотя для больших длин 

трещин и незначительно. 

 

 

3.3. Периодическая задача для плиты с отверстиями или трещинами 

 

Пусть тонкая электромагнитоупругая плита ослаблена бесконечным рядом 

одинаковых и одинаково ориентированных эллиптических отверстий с контурами 

Рисунок 3.9 
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lL   0, 1, 2, ...l     с центрами вдоль одной прямой (рисунок 3.10), принимаемой 

за ось Ox  прямоугольной системы координат Oxy  с началом в центре отверстия с 

контуром 0L , называемого основным. Обозначим полу-

оси эллипсов через a , b , угол между полуосью a  и 

осью Ox , отсчитываемый от положительного направле-

ния оси Ox  против часовой стрелки, – через φ , рассто-

яние между центрами соседних отверстий – через xh . 

Контуры отверстий свободны от загружений или жест-

ко подкреплены, на них внешние воздействия (механические и электромагнитные) 

отсутствуют, на бесконечности плита находится под действием механических из-

гибающих и крутящих моментов xM  , yM  , xyH  и моментов индукций dxM  , dyM  , 

bxM  , byM  . 

Исходя из общих представлений комплексных потенциалов (3.3), в рассмат-

риваемом случае производные функций имеют вид 
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     ,                                                   (3.17) 

где k  – постоянные, определяемые из решения системы линейных алгебраиче-

ских уравнений (2.86);  
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ζkl  – переменные, определяемые из неявных зависимостей [37] 
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,                                                                   (3.19) 

в которых kl xz lh ; kR , km  – величины, вычисляемые по формулам (3.6), в кото-

рых следует опускать в индексах номер l ; klna  – неизвестные коэффициенты ря-

Рисунок 3.10 
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дов Лорана. 

В силу периодичности ЭМУС механические моменты и моменты индукций 

в точках kz  и k xz h  будут одинаковыми. Тогда из выражений для моментов [53] 

следуют равенства    k k k k xW z W z h   , из которых на основании (3.17) получим 

   
1 1

φ φkln kln k kln kln k x
l n l n

a z a z h
   

   

      .                               (3.20) 

Из равенств (3.18) и (3.19) следует, что 

   1ζ ζkl k x kl kz h z  ,      1,φ φkln k x kl n kz h z   .                   (3.21) 

Подставляя выражения (3.21) в (3.20) и переобозначая индексы суммирова-

ния, находим 

     1, 1,
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         . 

Сравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинаковых функциях  kln kz , 

будем иметь 1,kln kl n kna a a  . Тогда для производных комплексных потенциалов 

окончательно будем иметь 
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где  
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   .                                                                   (3.23) 

Теперь для определения неизвестных постоянных kna  нужно удовлетворять 

граничным условиям (3.11) лишь на контуре одного, основного отверстия, в каче-

стве которого возьмем контур центрального отверстия 0L . На остальных контурах 
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в силу периодичности комплексных потенциалов, граничные условия будут удо-

влетворены автоматически.  

Граничным условиям (3.11) будем удовлетворять обобщенным методом 

наименьших квадратов [19, 67, 138]. Для этого на контуре 0L  основного отверстия 

выберем систему точек  0 0 0,m m mM x y   01,m M , в которых удовлетворим со-

ответствующим граничным условиям. Подставляя функции (3.22) в граничные 

условия (3.11) в точках  0 0 0,m m mM x y , для определения неизвестных постоянных 

kna  получаем систему линейных алгебраических уравнений вида  
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 01, 4; 1,i m M  .            (3.24) 

Кроме уравнений (3.24), для контура основного отверстия должно выпол-

няться условие 
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 ,                                                                           (3.25) 

следующее из однозначности прогиба при полном обходе контура 0L . 

Систему (3.24), дополненную уравнением (3.25), для определения постоян-

ных kna , будем решать методом сингулярного разложения [160, 161]. После 

нахождения псевдорешений этой системы функции ( )k kW z  будут известными и 

по ним можно вычислять основные характеристики ЭМУС (механические изги-

бающие и крутящий моменты, моменты индукций электрического и магнитного 

полей, перерезывающие силы) по формулам (2.62), (2.63), (2.65). При этом, если 

эллипсы переходят в трещины, то для их концов можно вычислить и КИМ по 

формулам (3.15). 

Исследования ЭМУС плиты с периодическим рядом отверстий. Для пли-

ты с периодическим рядом отверстий или трещин были проведены численные ис-

следования распределения основных характеристик и изменения КИМ в зависи-

мости от геометрических характеристик отверстий и расстояний между ними. 
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При этом количество учитываемых в рядах (3.23) членов, т. е. отверстий в перио-

дической задаче увеличивалось до тех пор, пока значения получаемых изгибаю-

щих моментов не переставали изменяться в пятой значащей цифре. Как показы-

вают исследования, для получения таких результатов в случае расстояний c  меж-

ду отверстиями больших их радиуса a   c a  в рядах Лорана нужно оставлять до 

10 членов, на основном контуре 0L  брать до 30 коллокационных точек, в рядах 

(3.23) учитывать до 15 отверстий по каждую сторону от основного отверстия. Для 

более близких расстояний между контурами отверстий нужно брать гораздо 

больше членов в рядах Лорана, коллокационных точек на контуре 0L , отверстий 

(в периодической задаче) и рядов отверстий (в двоякопериодической задаче). В 

описываемых ниже случаях в рядах Лорана оставлялось от 10 до 120 (для весьма 

близких расстояний между отверстиями) членов, на контуре 0L  бралось от 20 до 

500 равномерно удаленных (по параметру параметрического задания эллипсов) 

друг от друга точек, в рядах (3.23) оставлялось до 100 отверстий по каждую сто-

рону от основного отверстия.  

Ниже описаны полученные результаты только для плит с круговыми отвер-

стиями или трещинами, когда плиты на бесконечности изгибались односторон-

ними механическими изгибающими моментами x xM m   или y yM m  , а также 

когда на бесконечности действовали одинаковые двусторонние моменты 

x y xyM M m   .  

В таблице А.3.14 для плиты с периодическим рядом круговых отверстий ра-

диуса a  (b a ) при действии на бесконечности моментов y yM m   с точностью 

до множителя ym  в случае задачи ЭМУ, в зави-

симости от отношения /с a  (рисунок 3.11), где 

с  – расстояние между контурами соседних отвер-

стий, и центрального угла θ , отсчитываемого от 

направления оси Ox  против часовой стрелки, 

приведены значения изгибающих моментов Рисунок 3.11 
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/s yM m  около контура 0L  на площадках, перпендикулярных к нему. Для некото-

рых значений /с a  на рисунке Б.3.8 изображены графики распределения этих мо-

ментов по контуру отверстия. Данные для /с a    относятся к случаю пластинки 

с одним отверстием.  

Из данных таблицы А.3.14 и рисунка Б.3.8 следует, что при сближении от-

верстий друг с другом наблюдается значительная концентрация моментов (следо-

вательно, и напряжений) около контуров отверстий вблизи перемычек, тогда как 

вдали от перемычек (в окрестности точки, соответствующей θ π / 2 ) значения 

этих моментов изменяются незначительно. Значения моментов вблизи точек пе-

ремычек растут с уменьшением длин перемычек, и при расстояниях между сосед-

ними отверстиями менее их радиусов  c a  здесь возникает очень высокая кон-

центрация моментов. Если расстояние между соседними отверстиями больше 

двух диаметров отверстий  4c a , то влияние одного контура на значения мо-

ментов около других незначительно, им можно пренебречь и считать плиту 

ослабленной одним отверстием. Наибольшие изгибающие моменты возникают в 

плите из «наиболее анизотропного» по упругим свойствам материала М2. Правда, 

при сближении отверстий друг с другом влияние «степени анизотропии» уменьша-

ется, но оно все время остается. 

На получаемые в результате решения задачи значения моментов заметно 

влияет учет пьезосвойств материала плиты. Это видно из данных таблицы А.3.15 

и рисунка Б.3.9. В таблице А.3.15 для некоторых расстояний между круговыми 

отверстиями периодического ряда, при действии на бесконечности моментов 

y yM m   для задач ЭМУ, ЭУ, МУ и ТУ приведены значения моментов /s yM m  в 

точке перемычки, соответствующей углу θ 0 , а на рисунке Б.3.9 для наиболее 

пьезоактивного материала М3 при c a  представлены графики распределения 

этих моментов в задачах ЭМУ (сплошная линия), МУ (штриховая линия), ЭУ 

(штрихпунктирная линия) и ТУ (пунктирная линия). Видно, что учет пье-

зосвойств материала оказывает значительное влияние на значения изгибающих 

моментов /s yM m  и при исследованиях концентрации моментов в элементах кон-
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струкций, изготовленных из пьезоматериалов, нельзя ограничиваться решением 

задачи ТУ, а нужно решать задачу ЭМУ. 

Как показывают расчеты, при уменьшении отношения /b a  длин полуосей 

эллиптического отверстия 0L , значения изгибающих моментов sM  вблизи концов 

большой оси отверстия по модулю бесконечно растут, но на небольшом удалении 

от этих концов по контуру резко уменьшаются, а затем незначительно изменяют-

ся от точки к точке. При 3/ 10b a   эллипсы можно считать трещинами и вычис-

лять для их концов КИМ. При этом КИМ значительно зависят от угла φ  наклона 

трещин к оси Ox .  

В таблице А.3.16 для плиты из М3 с периодическим рядом трещин длины 

2l , когда расстояние между их центрами 3xh l  и плита изгибается моментами 

y yM m   или x xM m  , с точностью до множителей ym l  или xm l  приведены 

значения КИМ в зависмости от угла φ  наклона трещин к оси Ox  (рису-

нок 3.12, a). При этом для трещин принималось, что 4/ 10b a  . Как видно, с уве-

личением угла φ  значения КИМ 1k  уменьшаются при действии моментов 

y yM m   и растут при действии моментов x xM m  . Коэффициент 1 0k  , если 

трещины направлены вдоль направления растягивающих усилий (направления σ y
  

или σx
 , которым соответствуют yM   и xM  ), и достигает максимального значе-

ния, когда они перпендикулярны направлению растягивающих усилий. Значения 

2k  сравнительно малы; для трещин, параллельных и перпендикулярных направ-

лениям растягивающих усилий (для φ 0  и φ π / 2 ), 2 0k  ; в случае действия 

x xM m   при φ π / 4  около концов трещин в плите возникают зоны сжатий в 

                    а                                                     б                                                     в 
Рисунок 3.12 
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x
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направлении трещин ( 2 0k  ). 

Как влияет расстояние между трещинами на значения КИМ, показывают 

данные таблицы А.3.17 и таблицы А.3.18. В таблице А.3.17 для плиты с периоди-

ческим рядом трещин длины 2l  вдоль оси Ox  (рисунок 3.12, б), находящейся под 

действием моментов y yM m  , с точностью до множителя ym l  приведены зна-

чения КИМ 1k  в зависимости от /c l , где 2xc h l   – расстояние между верши-

нами соседних трещин, а в таблице А.3.18 для плиты с периодическим рядом пер-

пендикулярных оси Ox  трещин (рисунок 3.12, в) при действии моментов 

x xM m   с точностью до множителя xm l  даны значения тех же КИМ 1k , а так-

же моментов /s xM m  около центров трещин, в зависимости от /xh l . При этом 

2 0k  . 

Как следует из данных таблицы А.3.17 и таблицы А.3.18 при сближении 

друг с другом расположенных вдоль одной линии трещин, значения КИМ растут, 

и при близких расстояниях между трещинами эти значения становятся весьма 

большими, что может приводить к разрушению плиты. При сближении парал-

лельных друг другу трещин КИМ для их концов наоборот уменьшаются, а момен-

ты в точках перемычек сначала также уменьшаются, а затем при весьма близких 

расстояниях между трещинами растут. 

 

 

3.4. Двоякопериодическая задача для плиты  

с отверстиями или трещинами 

 

Пусть теперь плита имеет m  ( 0, 1, 2,....)m     одинаковых бесконечных 

рядов одинаковых и одинаково ориентированных эллиптических отверстий или 

трещин с контурами mlL   , 0, 1, 2, ...m l    , полуосями a , b  (рисунок 3.13). 

Как и выше, расстояния между центрами соседних отверстий в горизонтальных 

рядах обозначим через xh , расстояния между центрами отверстий в вертикальных 
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рядах – через yh , угол между полуосями a  и осью Ox  

– через φ . Контуры отверстий свободны от загружений 

или жестко подкреплены, на них внешние механиче-

ские и электромагнитные воздействия отсутствуют, на 

бесконечности плита находится под действием меха-

нических xM  , yM  , xyH  и моментов индукций dxM , 

dyM  , bxM , byM  . 

Для плиты с двоякопериодической системой отверстий производные ком-

плексных потенциалов имеют вид 

   
1

φk k k k kmln k kmln
m l n

W z z z a
  

  

       , 

   
1

φk k k kmln k kmln
m l n

W z z a
  

  

       ,                                 (3.26) 

где  

  1
φ

ζ
kmln n

kml

z  ,      1 2
φ

ζ ζ
kmln k n

k kml kkml

n
z

R m
  


;                    (3.27) 

ζkml  – переменные, определяемые из неявных зависимостей 

ζ
ζ

k
k kml k kml

kml

m
z z R

 
   

 
,                                                            (3.28) 

причем μkml x k yz lh mh  ; kR , km  – величины, вычисляемые по формулам (3.6), в 

которых следует опускать в индексах номер l ; kmlna  – неизвестные коэффициен-

ты рядов Лорана. 

В силу двоякопериодичности ЭМУС механические моменты и моменты ин-

дукций в точках z  и μx k yz h h   будут одинаковыми. Тогда из выражений для 

моментов [53] следует, что    μk k k k x k yW z W z h h    , и на основании (3.26) 

находим 

Рисунок 3.13 
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1

φkmln kmln k
m l n

a z
  

  

     

 
1

φ μkmln kmln k x k y
m l n

a z h h
  

  

     .             (3.29) 

Как и в случае периодической задачи в данном случае из (3.28) и (3.27) лег-

ко увидеть, что 

   1, 1ζ μ ζkml k x k y km l kz h h z    , 

   1, 1,φ μ φkmln k x k y km l n kz h h z     .                                         (3.30) 

С учетом зависимостей (3.30) преобразуем равенства (3.29). Имеем 

   1, 1,
1 1

φ φkmln kmln k kmln km l n k
m l n m l n

a z a z
     

 
     

       
 

 1, 1,
1

φkm l n kmln k
m l n

a z
  

 
  

    . 

Сравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинаковых функциях 

 φkmln kz , будем иметь 1, 1,kmln km l n kna a a   . Тогда для комплексных потенциа-

лов окончательно будем иметь выражения 

   
1

ξk k k k kn kn k
n

W z z a z




    ,    

   
1

ξk k k kn kn k
n

W z a z




    ,                                                          (3.31) 

где  

   ξ φkn k kmln k
m l

z z
 

 
   ,    

   ξ φkn k kmln k
m l

z z
 

 

    .                                                         (3.32) 

Для определения неизвестных постоянных kna  удовлетворим граничным услови-

ям (3.11) лишь на контуре основного отверстия 0L . На остальных контурах, в силу 

двоякопериодичности комплексных потенциалов, граничные условия будут удо-
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влетворены автоматически. Как и в случае периодической задачи, учитывая 

функции (3.31), из граничных условий на контуре основного отверстия обобщен-

ным методом наименьших квадратов для определения коэффициентов рядов по-

лучим переопределенную систему линейных алгебраических уравнений 

 
4 4

0 , 0 ,
1 1 1

2Re δ 2Re δik k s kn km kn ik k s k
k n k

g t a g


  

      

 01, 4; 1,i m M  .           (3.33) 

Данная система, дополненная уравнением (3.25), опять решается методом сингу-

лярного разложения и после ее решения вычисляются основные характеристики 

ЭМУС по формулам (2.62), (2.63), (2.65), а в случае трещин и КИМ для их концов 

по формулам (3.15). 

Исследования ЭМУС плиты с двоякопериодической системой отвер-

стий. Для бесконечной плиты с двоякопериодической системой отверстий в рядах 

Лорана оставлялось от 10 до 80 (для весьма близких расстояний между отверсти-

ями) членов, на контуре 0L  бралось от 20 до 400 равномерно удаленных (по пара-

метру параметрического задания эллипсов) друг от друга точек, в рядах (3.32) 

оставлялось до 50 отверстий по вертикали и по горизонтали от основного отвер-

стия.  

Для плиты с двоякопериодической системой круговых отверстий радиуса a  

 b a  из материала М2 при действии на бесконечности моментов y yM m   (од-

носторонний изгиб) или x y xyM M m    (двухсторонний изгиб) в зависимости от 

центрального угла θ , отсчитываемого от положительного направления оси Ox , и 

отношения /с a , где c  – расстояние между контурами соседних отверстий, в таб-

лице А.3.19 даны значения изгибающих моментов /s yM m  или /s xyM m  около 

контуров на площадках, перпендикулярных к нему. 

Как видно из данных таблице А.3.19, в случае двоякопериодической задачи 

при одностороннем изгибе плиты в зонах высокой концентрации моментов вбли-

зи точек горизонтальных перемычек (при θ 0 ) значения моментов как и в случае 
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периодической задачи растут, но для близких расстояний между контурами от-

верстий они значительно меньше, чем в случае периодической задачи (ср. данные 

таблицы А.3.19 с соответствующими данными таблицы А.3.14). В случае двусто-

роннего изгиба плиты с двоякопериодической системой отверстий значения мо-

ментов в точках горизонтальных перемычек (в окрестности точки, соответствую-

щей θ 0 ) несколько увеличиваются по сравнению с односторонним изгибом, а в 

зонах вертикальных перемычек (в окрестности точки, соответствующей θ π / 2 ) 

они значительно выше, чем при одностороннем изгибе. 

В заключение отметим, что полученные числовые результаты для анизо-

тропной плиты с периодическим или двоякопериодическим рядами круговых от-

верстий (задача ТУ) хорошо согласуются с известными из литературы.  

 

 

3.5. Выводы к разделу 3 

 

В данном разделе с использованием комплексных потенциалов теории изгиба 

тонких электромагнитоупругих плит получены решение задач об изгибе конечной 

и бесконечной плит с произвольными отверстиями и трещинами, плиты с перио-

дическим рядом или двоякопериодической системой отверстий или трещин. При 

этом с помощью конформных отображений, разложений голоморфных функций в 

ряды Лорана и по полиномам Фабера и удовлетворения граничным условиям на 

контурах плиты обобщенным методом наименьших квадратов задачи сведены к 

решению переопределенных систем линейных алгебраических уравнений мето-

дом сингулярных разложений.  

Описаны результаты численных исследований для круговой плиты с круго-

вым отверстием, круговой плиты с внутренней или краевой трещиной, для плиты 

с двумя внутренними отверстиями или внешними выемами, для бесконечной с 

двумя эллиптическими отверстиями или трещинами, с отверстием и трещиной, в 

том числе краевой, а также для бесконечной плиты с периодическим рядом круго-

вых отверстий или трещин, и двоякопериодической системой отверстий.  
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Выявлено влияние физико-механических свойств материалов плиты, геомет-

рических размеров отверстий и трещин, их количества, сочетания и местораспо-

ложения на значения основных характеристик ЭМУС и КИМ. Установлено, что 

влияние учета пьезосвойств материала на значения изгибающих моментов в плите 

велико и ими при исследовании напряженно-деформированного состояния прене-

брегать нельзя, то есть нужно решать задачу электромагнитоупругости, а не зада-

чу классической теории изгиба анизотропной плиты, к тому же при действии 

только электромагнитного поля в пьезоплите возникают достаточно большие из-

гибающие моменты (следовательно напряжения и деформации) и их можно найти 

только решая задачу электромагнитоупругости. Также установлено, что с умень-

шением расстояния между отверстиями и трещинами значения основных характе-

ристик ЭМУС и КИМ существенно растут. Определено, при каких расстояниях 

между контурами влияние одного из них на напряженно-деформированное состо-

яние около другого незначительно и им можно пренебречь. 

По результатам, представленным в разделе 3, опубликованы работы [41, 46, 

48, 56, 59, 63, 64, 66, 126–129]. 
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ГЛАВА 4 
Equation Chapter 1 Section 5 

МНОГОСВЯЗНЫЕ ПОЛУПЛОСКОСТЬ И ПОЛОСА 

 

 

4.1. Решение задачи для полуплоскости с точным удовлетворением 

граничным условиям на прямолинейной границе 

Equation Section 4 

Постановка задачи. Пусть пьезоплита занимает многосвязную нижнюю 

полуплоскость S  с прямолинейной границей L  и эллиптическими отверстиями 

с контурами lL   1,l    (рисунок 4.1). Выберем систему координат Oxy  с нача-

лом в произвольной точке полуплоскости на 

расстоянии h  от прямолинейной границы L  

и осью Ox , параллельной этой границе. Обо-

значим полуоси эллипса lL  через la , lb , угол 

между полуосью la  и осью Ox , отсчитываемый 

от положительного направления оси Ox  против 

часовой стрелки, – через l , координаты центра lL  – через 0lx , 0ly . При этом не-

которые из эллипсов могут быть прямолинейными разрезами; при наличии отвер-

стий с криволинейными контурами последние можно аппроксимировать совокуп-

ностями дуг эллипсов и берегов разрезов. На отрезке ,c d  
   прямолинейной 

границы L  приложены механические изгибающие моменты ( )m t , поперечные 

силы ( )p t , моменты электрической индукции ( )dm t  и магнитной индукции 

( )bm t , остальная ее часть не загружена и не подкреплена. На контурах отверстий 

lL   1,l    действуют механические изгибающие моменты ( )lm t , поперечные 

силы ( )lp t , моменты электрической индукции ( )dlm t  и магнитной индукции 

( )blm t  так, что на каждом контуре равны нулю главные векторы и компоненты 

Рисунок 4.1 
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главных моментов поперечных внешних усилий, а также суммарные моменты 

электрической и магнитной индукций по контурам (т. е. 

0l xl yl Dl BlP M М M M     ), или контуры lL  жестко подкреплены. В полу-

плоскости нет точек 0
rz , где действуют сосредоточенные механические и элек-

тромагнитные воздействия (т. е. 0 0 0 0 0 0r xr yr Dr BrP M M M M     ). На бесконеч-

ности полуплоскость не загружена или действуют механические моменты xM   и 

моменты индукций dxM  , bxM  , остальные моменты равны нулю.  

Общие представления комплексных потенциалов. Если задачу по опре-

делению ЭМУС рассматриваемой полуплоскости решать с использованием ком-

плексных потенциалов электромагнитоупругости [53], то она сводится к нахож-

дению функций ( )k kW z   1, 4k   обобщенных комплексных переменных (2.54) из 

граничных условий (3.10). 

В рассматриваемом случае комплексные потенциалы (2.85) имеют вид  

     0
1

k k k k k k kl k
l

W z z W z W z


     


,                                            (4.1) 

где k  – постоянные, определяемые из решения системы линейных алгебраиче-

ских уравнений 8-го порядка 

4

1

1
2Re , , , , , , ,k k k xk yk xk yk k

kk

p q r d d b b


 
   

  

 , 0, 0, , 0, , 0, 0x dx bxM M M      ;        (4.2) 

kr , xkd , xkb  – постоянные, вычисляемые по формулам (2.62), (2.63); μk  – корни 

характеристического уравнения (2.51);  0k kW z  – функции, голоморфные в ниж-

них полуплоскостях kS , получаемых из заданной области S  аффинными преоб-

разованиями (2.54);  kl kW z  – функции, голоморфные вне контуров klL  областей 

kS , соответствующих эллипсам lL  области S  при аффинных преобразованиях 
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(2.54) и после конформных отображений внешности единичных кругов ζ 1kl   на 

внешности эллипсов klL  [37] 

ζ
ζ

kl
k kl kl kl

kl

m
z z R

 
   

 
,                                                                   (4.3) 

где 

0 0μkl l k lz x y  , 

   cosφ μ sin φ sin φ μ cosφ

2
l l k l l l k l

kl
a ib

R
  

 , 

   cosφ μ sin φ sin φ μ cosφ

2
l l k l l l k l

kl
kl

a ib
m

R

  
 .                          (4.4) 

эти функции можно разложить в ряды Лорана вида 

 
1

( )kl k kln kln k
n

W z a z




   ,                                                                  (4.5) 

где klna  – неизвестные коэффициенты рядов,  

  1

( )
kln k n

kl k

z
z

 


  1,l   . 

Для прямолинейной границы L , на конечном отрезке которой заданы ме-

ханические изгибающие моменты m , поперечные силы p , моменты электриче-

ской индукции dm  и магнитной индукции bm  (для этого случая коэффициенты 

перед комплексными потенциалами в граничных условиях обозначим индексом 

нуль вверху), на основании (3.10) имеем граничные условия вида 

   
4

0

1

2Re ik k k i
k

g W t f t



  ,                                                                (4.6) 

где 

0
1

k
k

k

p
g 


,  0

2k kg q ,  0
3k ykg d ,  0

4k ykg b , 

   1 2 3 4 1
0

( ), ( ), ( ), ( ) ,
s

f t f t f t f t m dy f dx c x c       


   


  



105 

  2 3 4
0 0 0

, ,
s s s

d bm dx f dy c y c m ds c m ds c       


       



   , 

   
0

s

f s p s ds   ; c  – вещественная, ic  – комплексные постоянные. 

Тогда граничные условия на прямолинейной границе запишем в виде си-

стемы 

0 0 0
1 1 1 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )k k k k k k k k kg W t g W t g W t           

4
0 0
1 3 3 3 1 1 1 1 1

1

( ) ( ) ( )k k k k q k q k q
q

g W t f t g W t
        



    , 

0 0 0
2 2 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( )k k k k k k k k kg W t g W t g W t           

4
0 0
2 3 3 3 2 2 1 1 1

1

( ) ( ) ( )k k k k q k q k q
q

g W t f t g W t
        



    , 

0 0 0
3 3 1 1 1 3 2 2 2( ) ( ) ( )k k k k k k k k kg W t g W t g W t           

4
0 0
3 3 3 3 3 3 1 1 1

1

( ) ( ) ( )k k k k q k q k q
q

g W t f t g W t
        



    , 

0 0 0
4 4 1 1 1 4 2 2 2( ) ( ) ( )k k k k k k k k kg W t g W t g W t           

4
0 0
4 3 3 3 4 4 1 1 1

1

( ) ( ) ( )k k k k q k q k q
q

g W t f t g W t
        



    ,     (4.7) 

с определителем 

0 0 0 0
1 1 1 1 2 1 3

0 0 0 0 4
2 2 1 2 2 2 3 0
0 0 0 0

13 3 1 3 2 3 3

0 0 0 0
4 4 1 4 2 4 3

k k k k

k k k k
k ik ik

ik k k k

k k k k

g g g g

g g g g
g M

g g g g

g g g g

  

  

  

  

   , 

в котором ikM  – алгебраические дополнения элементов первого столбца 0
ikg . При 

этом k  – индекс, принимающий значения 1 4 , причем значения индекса 

1k q  , большие 4, формально полагаются равными 5k q  . 

Решая систему (4.7), найдем  
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( ) fk
k k

k

W t


 


, 

где  

4
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 3
1

4
0 0 0 0

2 2 1 1 1 2 1 2 2 2 3
1

4
0 0 0 0

3 3 1 1 1 3 1 3 2 3 3
1

4
0

4 4 1 1 1 4
1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

k q k q k q k k k
q

k q k q k q k k k
q
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k q k q k q k k k
q

k q k q k q
q

f t g W t g g g

f t g W t g g g

f t g W t g g g

f t g W t g


        




        




        




     







 











 0 0 0
1 4 2 4 3k k kg g  

 

или  

4 4
0

1 1 1
1 1

1
( ) ( ) ( )k k i ik q k q k q ik

k i q

W t f t g W t M
     

 

 
   

   
  . 

Окончательно граничные условия на прямолинейной границе запишем в 

виде 

4 4

1 1 1
1 1

( ) ( ) ( )ik
k k i kk q k q k q

ki q

M
W t f t r W t

     
 

  
    1,4k  ,             (4.8) 

где  

04
1

1
1

ik q
kk q ik

ki

g
r M

 
 




 . 

Для точек прямолинейной границы L  имеем 

x t ,   y h ,   z x iy t i h     ,   1( )k k q kt h       

k k k kz t x y t h       , 

( ) ( )k k k k k k k kt t h t h h t h                  , 

1 1 1( )k q k q k k q kt t h t h h  
                 

1( )k k q kt h        1, 4q  .     (4.9) 
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Подставив функции (4.1) в граничные условия (4.8) на прямолинейной гра-

нице L , получим  

   
4

0
1 1

( )ik
k k kl k i

kl i

M
W t W z f t

 

   
 


 

   
4

1 1,0 1 1 1
1 1

kk q k q k q k q l k q
q l

r W t W t         
 

 
   

  
 


.           (4.10) 

Здесь учтено, что на основе системы уравнений (4.2)  

4

1 1 1
1

0k k kk q k q k q
q

t r t     


    . 

На прямолинейной границе для граничных значений сопряженных величин 

имеем 

 1,0 1 1,0 1 1,0 1( ) ( ) ( )k q k q k q k q k q k k q kW t W t W t h                   

   1 1 1 1( )k q l k q k q l k k q kW t W t h              

 
 

1
1

1
1 1( )

k q ln
k q l k n

n
k q l k k q k

a
W t

t h


 

 
 
   

 
     

 . 

Кроме того, при переходе в конформных отображениях (4.3) к сопряжен-

ным величинам и замене граничных значений по формулам (4.9) для граничных 

значений переменных находим  

1 1( )k q k k q kz t h         

1
1 1 1

1

k q l
k q l k q l k q l

k q l

m
z R

 
      

 

 
    
  

  1, 4q  . 

Заменяя в этих соотношениях граничные значения kt  переменными kz  об-

ластей kS , приходим к конформным отображениям 

1 1( )k k q k k q lz h z
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1
1 1

1

k q l
k q l k q l

k q l

m
R

 
    

 

 
   
  

  1, 4q  ,                  (4.11) 

где переменная   для лучшего восприятия заменена на  , что подчеркивает ее 

происхождение от условий на границе L .  

Равенства (4.11) представляют собой конформные отображения внешностей 

единичных кругов 1 1k q l

    на внешности контуров 1k q lL   верхней (относи-

тельно границы kL ) полуплоскости kS  переменной kz . Следовательно, функции 

 1k q l kW z
   являются функциями, голоморфными вне контуров 1k q lL   верхних 

полуплоскостей kS  (а следовательно, они голоморфны в нижних полуплоскостях 

kS ) и для них имеют место разложения в ряды Лорана вида  

   1 1 1
1

k q l k k q ln k q ln k
n

W z a z


 
     



   ,                                          (4.12) 

где  

 
 

1

1

1
k q ln k n

k q l

z
 


 

 


, 

1k q l

   – переменные, определяемые из конформных отображений (4.11). 

Исходя из указанных свойств входящих в условия (4.10) функций, умножив 

обе части этих условий на ядро Коши 
1 1

2 ki t z 
 и вычислив интегралы типа Ко-

ши от них по бесконечной прямой L , получим 

 
4

0
1

( )1

2

d
ik i

k k
k ki c

M f t dt
W z

i t z









  
     

 
4

1 1 1
1 1

( )kk q k q l k k q k
l q

r W t h     
 

    


. 

Подставив это значение функции  0k kW z  в (4.1), для комплексных потенциалов 
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получим  
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( )1

2

d
ik i

k k k k
k ki c

M f t dt
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4

1 1 1
1 1

( )kl k kk q k q l k k q k
l q
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, 

а затем на основе разложений (4.5) и (4.12) будем иметь выражение  

  
1 1

( ) ( )k k k k k kln kln k
l n

W z F z z a z
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1 1 1
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 ,             (4.13) 

в котором 
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( )1
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ik i
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M f t dt
F z

i t z











    , 

1
( )kln k n

kl
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,    
 

1

1

1
k q ln k n

k q l

z
 


 

 


. 

Функции (4.13) точно удовлетворяют граничным условиям на прямолиней-

ной границе L . Но они содержат неизвестные коэффициенты рядов klna  

 1,4; 1, , 1, 2,...k l n   . Для определения этих коэффициентов используем 

граничные условия (3.10) на контурах отверстий, предварительно продифферен-

цировав их, чтобы исключить входящие в их правые части постоянные. Имеем  

 
 4

,
1

2Re
ip

ikp k s k k
k

df t
g W t

ds

  ,                                                      (4.14) 

где ,
2 2

k k
k s

dt x y

ds x y

  
  

 
; x , y  – производные переменных (3.2) по параметру 

  параметрического задания эллипсов (3.1); s  – длина дуги контура, обходимого 

против часовой стрелки; 
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1 1

( ) ( )k k k k kln k kln
l n

W z F z z a
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( )kk q k q ln k k q ln
q

r z a
     




  


 ,                  (4.15) 

 1 2
( )kln k n

kl kl kl kl

n
z

R m
  

  
, 

 
   

1 1 2

1 1 1 1

k q ln k n

k q l k q l k q l k q l

n
z

R m


   

       

  
    
 

,  1, 4q  . 

Определение неизвестных постоянных. Граничным условиям (4.14) на 

контурах отверстий будем удовлетворять обобщенным методом наименьших квад-

ратов [19, 67, 138]. Для этого выберем на каждом из контуров pL  области S  си-

стему точек  ,pm pm pmM x y   1, , 1,pm M p   , в которых удовлетворим соот-

ветствующим граничным условиям, подставив в них функции (4.15). Тогда для 

определения неизвестных постоянных klna  получим следующую систему линей-

ных алгебраических уравнений:  

   
4 4

, 1 1 1
1 1 1 1

2Re ikp k s kln kpm kln kk q k q ln kpm k q ln
k l n q

g t a r t a



     

   

 
      

  
 


 

4

,
1

2Re ( )ikp k s k k
k

g F z



         1, 4; 1, ; 1,pi m M p    .  (4.16) 

Кроме уравнений (4.16), для каждого контура отверстия должны выпол-

няться уравнения (3.14) следующие из условия однозначности прогиба при пол-

ном обходе контуров отверстий lL   1,l   . 

Систему (4.16), дополненную уравнениями (3.14), будем решать с использо-

ванием сингулярных разложений [160, 161]. После нахождения псевдорешений 

этой системы постоянные klna , а, следовательно, и функции ( )k kW z , будут из-

вестными. После определения этих функций из граничных условий на контурах 



111 

пластинки комплексные потенциалы будут известными и по ним можно вычис-

лять основные характеристики ЭМУС (моменты механические изгибающие, кру-

тящий, индукций и перерезывающие силы на основных площадках). В частности, 

для механических моментов и моментов индукций (векторов индукций) имеют 

место формулы (2.62), (2.63). 

Зная основные характеристики, можно найти также моменты на произволь-

ных площадках с нормалью n  и касательной s , используя формулы (2.30)–(2.32). 

При этом, если некоторый эллипс lL  переходит в прямолинейный разрез-

трещину, то для его концов можно вычислить также коэффициенты интенсивно-

сти моментов (КИМ), в частности, на основе известных формул (3.15). 

Исследование ЭМУС многосвязной полуплоскости. Численные исследо-

вания были проведены для изгиба полуплоскости усилиями x xM m   в случаях 

полуплоскости с круговым отверстием или вертикальной трещиной, с круговым 

отверстием и внутренней вертикальной трещиной в перемычке, с круговым от-

верстием, имеющим краевую трещину в перемычке.  

При проведении исследований количество членов в бесконечных рядах 

(4.15) для каждого отверстия pL  и «коллокационных точек» pM  на этом контуре, 

для которых составлялись уравнения (4.16), увеличивалось до тех пор, пока гра-

ничные условия на контурах не удовлетворялись с достаточно высокой степенью 

точности (модуль абсолютной погрешности не превышал 310 ). В описываемых 

ниже случаях для такого удовлетворения граничным условиям необходимо было 

в указанных рядах оставлять от 10 до 150 членов, и на каждом из контуров брать 

от 100 до 500 «коллокационных точек».  

Полуплоскость с круговым отверстием или трещиной. В таблице А.4.1 для 

задач ЭМУ и ТУ изгиба моментами x xM m   полуплоскости из различных мате-

риалов с круговым отверстием радиуса 1a  (рисунок 4.2) с точностью до множите-

ля xm  приведены значения изгибающих моментов в некоторых характерных точ-

ках полуплоскости в зависимости от отношения 1/c a , где c  – длина перемычки 

между контуром отверстия и границей полуплоскости. При этом характерными 
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были точки 1(0, )A a , 1( , 0)B a , 1(0, )C a  1(0, 2)D a c , 

1(0, )O a c , 1 1( , )L a a c . Здесь и далее для полуплос-

кости из М1, близкого по упругим свойствам к изотроп-

ному материалу, значения величин в задачах ЭМУ и ТУ 

в указанных точках совпадают, отличаясь друг от друга 

лишь в точке B  менее, чем на 2%, данные приведены 

лишь для задачи ЭМУ. На рисунке Б.4.1 для полуплоскости из наиболее пьезоак-

тивного материала М2 для некоторых значений 1/с a  изображены графики рас-

пределения /s xM m  по контуру отверстия в зависимости от центрального угла  , 

отсчитываемого от оси Ox  против часовой стрелки, причем сплошные линии от-

носятся к задаче ЭМУ, пунктирные – к задаче ТУ. На рисунке Б.4.2 представлены 

графики распределения /x xM m  вдоль границы полуплоскости из материалов М2 

и М3. 

Как следует из таблицы А.4.1, рисунка Б.4.1 и рисунка Б.4.2, с приближени-

ем отверстия к прямолинейной границе значения моментов в точках перемычки 

резко возрастают, незначительно изменяясь в остальных точках. Концентрация 

моментов наблюдается и вблизи точки перемычки на прямолинейной границе, 

причем при удалении от этой точки значения моментов резко уменьшаются, а за-

тем растут до значения, соответствующего случаю полуплоскости без отверстия 

 / 1x xM m  . Эта закономерность отличает изгиб полуплоскости от растяжения 

(плоская задача) [52, 58], когда при уменьшении длины перемычки значения 

напряжений в точке перемычки на прямолинейной границе уменьшаются, затем 

при удалении от этой точки наблюдается их увеличение, и лишь затем их сниже-

ние до значений в сплошной полуплоскости. На значения изгибающих моментов 

значительно влияет учет пьезосвойств материала (ср. значения моментов в зада-

чах ЭМУ и ТУ), особенно в зоне перемычки между отверстием и прямолинейной 

границей. В точках высокой концентрации напряжений значения моментов в за-

дачах ЭМУ и ТУ отличаются друг от друга около 15%. Поэтому при исследовани-

ях концентрации напряжений (следовательно, и моментов) в элементах конструк-

y

x

A

c

xm

C

D

O

B

xm

1a
 

L

Рисунок 4.2. 
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ций из пьезоматериалов нельзя ограничиваться решением задачи ТУ, а нужно ре-

шать задачу ЭМУ. 

В таблице А.4.2 для изгиба моментами x xM m   полуплоскости с верти-

кальной трещиной полудлины 1l  (рисунок 4.3) с точностью до множителя xm  

приведены значения КИМ 1k  (КИМ 2 0k  ) для концов 1(0, )E l , 1(0, )F l  тре-

щины и изгибающих моментов xM  в некоторых характерных точках полуплоско-

сти в зависимости от отношения 1/c l , где c  – длина 

перемычки между трещиной и границей полуплоско-

сти. При этом характерными точками были 

1(0, 2)D l c , 1(0, )O l c , 1 1( , )L l l c . Как следует 

из данных этой таблицы, при приближении трещины 

к границе полуплоскости значения изгибающих мо-

ментов в точках перемычки резко растут; вдоль прямолинейной границы уже при 

небольшом удалении от перемычки влияние трещины на значения моментов мало 

и при 1/ 1x l   этого влияния почти нет; значение КИМ для ближайшей к границе 

полуплоскости вершины F  резко растет, тогда как для дальней вершины E  оно 

изменяется незначительно. Как и в предыдущем случае, на значения моментов 

существенно влияет учет пьезосвойств материала, особенно в точке перемычки 

вблизи прямолинейной границы, где для близких расстояний между трещиной и 

границей полуплоскости значения изгибающих моментов в задаче ЭМУ на 20% 

больше, чем в соответствующей задаче ТУ; в отличие от изгибающих моментов, 

на значения КИМ учет пьезосвойств влияет незначительно. 

Полуплоскость с круговым отверстием и трещиной в перемычке. В табли-

це А.4.3 для изгиба моментами x xM m   полуплоскости из материала М2 с кру-

говым отверстием радиуса 1a  с центром на расстоянии диаметра от границы 

( 12h a  ) и вертикальной центральной трещиной переменной длины 22l  (с цен-

тром в точке  1 10, 2a a ) (рисунок 4.4) с точностью до множителя xm  приведе-

ны значения КИМ для вершин трещины (в точках 1(0, )E a c , 1 2(0, 2 )F a c l  ) 
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и изгибающих моментов /x xM m  в некоторых харак-

терных точках полуплоскости в зависимости от от-

ношения 2 12 /l a . При этом длины перемычек между 

трещиной и другими границами  1 22 / 2с a l  , а 

характерными точками были 1( , 0)B a , 1(0, )C a  

1(0, 2)D a c , 1(0, 2 2)I a c , 1(0, 2 )O a . Как следу-

ет из данных таблицы А.4.3, в случае трещины в пе-

ремычке полуплоскости с круговым отверстием с увеличением длины трещины 

значения изгибающих моментов около контура отверстия, в точках перемычки и 

прямолинейной границы вблизи перемычки резко возрастают. Как и в предыду-

щем случае, значительное влияние на значения изгибающих моментов оказывает 

учет пьезосвойств материала плиты, особенно в точке перемычки на прямолиней-

ной границе. С увеличением длины трещины также растут значения КИМ для 

обоих её концов.  

Полуплоскость с круговым отверстием и краевой трещиной. В табли-

це А.4.4 для изгиба моментами x xM m   полуплоскости из материала М2 с кру-

говым отверстием радиуса 1a  и вертикальной краевой трещиной из контура от-

верстия длины 2 1l a  (рисунок 4.5) с точностью до 

множителя xm  в зависимости от 1/c a , где c  – длина 

перемычки между вершиной трещины и границей по-

луплоскости, приведены значения КИМ для вершины 

трещины и изгибающих моментов /x xM m  в некото-

рых характерных точках полуплоскости. При этом ха-

рактерными точками были 1(0, )A a , 1( , 0)B a , 1(0, 2 2)D a c , 1(0, 2 )O a c .  

На рисунке Б.4.3 для некоторых значений 1/с a  изображены графики рас-

пределения моментов /s xM m  по контуру отверстия для полуплоскости из мате-

риала М2. Как следует из данных таблицы А.4.4 и рисунка Б.4.3, приближение 

кругового отверстия с краевой трещиной к границе полуплоскости ведет к весьма 
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существенному росту концентрации изгибающих моментов в точках перемычки, 

около контура отверстия и около прямолинейной границы вблизи перемычки.  

 

 

4.2. Решение задачи для полуплоскости с приближенным удовлетворением 

граничным условиям на прямолинейной границе 

 

Рассмотрим пьезоплиту в виде нижней полуплоскости S  с отверстиями с 

контурами lL   1,l    (рисунок 4.6), отнесенную к прямоугольной системе ко-

ординат Oxy  с началом в произвольной точке полуплоскости на расстоянии h  от 

ее границы L  и осью Ox , параллельной этой границе. Будем считать контуры lL  

эллипсами с полуосями la , lb . Тогда их уравнения в системе Oxy  записываются в 

виде (3.2). В частном случае эллипсы могут пе-

реходить в прямолинейные разрезы, пересекать 

прямолинейную границу и пересекаться между 

собой, совокупности их дуг могут аппроксими-

ровать криволинейные контуры отверстий произ-

вольной конфигурации. Прямолинейная граница 

L  не загружена, на контурах lL  действуют механические изгибающие моменты 

( )lm t , поперечные силы ( )lp t , моменты электрической индукции ( )dlm t  и маг-

нитной индукции ( )blm t  так, что их главные векторы и главные моменты на каж-

дом из них равны нулю. На бесконечности полуплоскость не загружена или изги-

бается механическими моментами xM   и моментами индукций dxM  , bxM  ; момен-

ты yM  , xyH , dyM  , byM   в силу незагруженности прямолинейной границы равны 

нулю.  

Если задачу по определению ЭМУС рассматриваемой полуплоскости ре-

шать с использованием комплексных потенциалов электромагнитоупругости [53], 

Рисунок 4.6 
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то она сводится к нахождению функций ( )k kW z   1, 4k   обобщенных комплекс-

ных переменных (2.54) из граничных условий (3.10). 

Комплексные потенциалы ( )k kW z  определены в многосвязных нижних по-

луплоскостях kS , получаемых из заданной области S  аффинными преобразова-

ниями (2.54) и ограниченных прямолинейными границами kL  и контурами klL , 

соответствующими границе L  и контурам lL  при этих аффинных преобразова-

ниях. На основе общих представлений комплексных потенциалов [53] их можно 

представить в виде  

     
1

k k k k kl k k k
l

W z z W z W z



     


,                                         (4.17) 

где k  – постоянные, определяемые из решения системы линейных алгебраиче-

ских уравнений (4.2);  kl kW z  – функции, голоморфные вне klL ;  k kW z  – функ-

ции, голоморфные в нижних полуплоскостях с границами kL . 

Используя конформные отображения (4.3) внешности единичных кругов 

1kl   на внешности эллипсов klL , функции  kl kW z , голоморфные вне контуров 

klL , представим рядами Лорана вида  

1

( ) kln
kl k n

n kl

a
W z





 


                                                                               (4.18) 

с неизвестными коэффициентами klna . 

Для точек прямолинейных границ L  и kL   

x t , y i h , k k kt x y t h      , 

1 1 1( )k q k q k k q kt x y x h h 
                 

1( )k k q kt h        1, 4q  .                (4.19) 

Учитывая эти равенства, подставляя функции (4.17) в граничные условия 

(4.6) на прямолинейной границе L  и применяя к получаемым равенствам метод 

интегралов типа Коши, для функций, голоморфных в нижних полуплоскостях, 
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получаем выражения  

 
 

4
1 1

1 1 1
1

kk q k q ln
k k n

l n q
k q l

r a
W z


   

    

  





,                                            (4.20) 

в которых 1k q l

   – переменные, определяемые из конформных отображений 

(4.11) внешностей соответствующих контуров 1k q lL   верхних полуплоскостей с 

границами kL   на внешности единичных кругов 1 1k q l

   .  

При приближенном решении задачи в функциях (4.17) комплексные потен-

циалы  k kW z , голоморфные в нижних полуплоскостях с границей kL  выберем 

не в виде совокупности 4 функций как по формуле (4.13), а ограничимся лишь 

первыми функциями (при 1q  ), т. е. в виде  

 
 1 1

kln
k k n

l n
kl

b
W z




 

 





,                                                                   (4.21) 

где kln kk klnb r a  – неизвестные постоянные, а kl
  – переменные, определяемые из 

конформных отображений [52, 58] 

( ) kl
k kl k k kl kl

kl

m
z z h R 



 
         

                                           (4.22) 

внешностей единичных кругов 1kl
   на внешности контуров klL  верхней (отно-

сительно границы kL ) полуплоскости kS , симметричных относительно прямоли-

нейных границ kL  контурам klL .  

Окончательно для комплексных потенциалов (4.17) будем иметь выражения  

 
1 1

( ) ( )k k k k kln kln k kln kln k
l n

W z z a z b z




 

        


,                      (4.23) 

1
( )kln k n
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1
kln k n

kl

z


 


;                                                (4.24) 
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kl , kl
  – функции, вычисляемые из неявных зависимостей (4.3), (4.22); klna , klnb  

– неизвестные коэффициенты разложений функций в ряды Лорана (4.18), (4.21). 

Неизвестные постоянные klna , klnb   1,4; 1, , 1, 2,...k l n    определим 

из граничных условий на прямолинейной границе L  и на контурах отверстий lL  

 1,l   . Для многосвязных областей эти условия удобнее использовать в диффе-

ренциальной форме, которая не будет содержать указанные выше комплексные 

постоянные lc . При дифференцировании по дуге контуров области на основе 

(3.10) эти условия имеют вид  

 
4

,
1

( )
2Re

ip
ikp k s k kp

k

df t
g W t

ds

    1, 1p   ,                             (4.25) 

где ,
2 2

k k
k s

dt x y

ds x y

  
  

 
; x , y  – производные переменных (3.2) по параметру 

  параметрического задания эллипсов (3.1); s  – длина дуги контура, обходимого 

против часовой стрелки, причем для прямолинейной границы L , где 1( ) 0if t   

и производная , 1k s  , правая часть уравнений 1( )
0idf t

ds
  . 

Граничным условиям (4.25) будем удовлетворять обобщенным методом 

наименьших квадратов [19, 67, 138]. Для этого выберем на прямолинейной границе 

L  и контурах отверстий  1,lL l    заданной области S  систему точек 

 ,pm pm pmM x y   1, , 1, 1pm M p   , в которых удовлетворим соответству-

ющим граничным условиям, подставив в них функции (4.23). Тогда для определе-

ния неизвестных постоянных klna  и klnb  получим следующую систему линейных 

алгебраических уравнений:  

   
4

,
1 1 1

2Re ikp k s kln kpm kln kln kpm kln
k l n

g t a t b




  

       


 

4

,
1

2Re ikp k s k
k

g


      1, 4; 1, ; 1, 1pi m M p    .         (4.26) 
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Кроме уравнений (4.26), для каждого контура отверстия должны выполняться 

уравнения (3.14), следующие из условия однозначности прогиба при полном об-

ходе контуров отверстий lL . 

Систему (4.26), дополненную уравнениями (3.14), будем решать с использо-

ванием сингулярных разложений [160, 161]. После нахождения псевдорешений 

этой системы постоянные klna  и klnb , а, следовательно, и функции ( )k kW z , будут 

известными и по ним можно вычислять основные характеристики ЭМУС (момен-

ты механические изгибающие, крутящий, индукций и перерезывающие силы на 

основных площадках). В частности, для механических моментов и моментов ин-

дукций (векторов индукций) имеют место формулы (2.62), (2.63). 

Зная основные характеристики, можно найти также моменты на произволь-

ных площадках с нормалью n  и касательной s , используя формулы (2.30)–(2.32). 

При этом, если некоторый эллипс lL  переходит в прямолинейный разрез-

трещину, то для его концов можно вычислить также коэффициенты интенсивно-

сти моментов (КИМ), в частности, на основе известных формул (3.15). 

Исследование ЭМУС полуплоскости. Численные исследования были про-

ведены для изгиба полуплоскости усилиями x xM m   в случаях полуплоскости с 

круговым отверстием, в том числе выходящим на прямолинейную границу (слу-

чай полуплоскости с выемом), или полуплоскости с круговым отверстием и крае-

вой трещиной из нее в перемычке, в том числе выходящей на прямолинейную 

границу (случай полуплоскости с круговым отверстием и разрезом между отвер-

стием и границей полуплоскости). Исследования проводились с целью сравнения 

значений величин, получаемых при точном (изложенным в п.4.1 методом инте-

гралов типа Коши) и приближенном (предложенным в п.4.2 обобщенным методом 

наименьших квадратов) удовлетворении граничным условиям на прямолинейной 

границе, а также решения новых задач, когда отверстия пересекают границу по-

луплоскости.  

При проведении исследований количество членов в бесконечных рядах 

(4.23) для каждого отверстия pL  и «коллокационных точек» pM  на этих контурах 
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и на «коллокационном отрезке» прямолинейной границы, для которых составля-

лись уравнения (4.16), увеличивалось до тех пор, пока граничные условия на кон-

турах отверстий и на прямолинейной границе не удовлетворялись с достаточно 

высокой степенью точности (модуль абсолютной погрешности не превышал 

310 ). В описываемых ниже случаях для такого удовлетворения граничным усло-

виям необходимо было в указанных рядах оставлять от 10 до 120 членов, на каж-

дом из контуров отверстий и на «коллокационном отрезке» прямолинейной гра-

ницы брать от 100 до 500 «коллокационных точек». В качестве «коллокационного 

отрезка» прямолинейной границы выбирался отрезок длины от 1 до 4 диаметров 

отверстия (длины трещины) по каждую сторону от точки перемычки. Как показы-

вают исследования, за этим отрезком не наблюдаются существенные изменения 

концентрации моментов (следовательно, и напряжений), то есть значения этих ве-

личин здесь практически такие же как в полуплоскости без отверстий и трещин. 

Полуплоскость с круговым отверстием. В таблице А.4.5 для задач ЭМУ и 

ТУ изгиба моментами x xM m   полуплоскости из различных материалов с внут-

ренним круговым отверстием радиуса 1a  (рисунок 4.7) с точностью до множителя 

xm  приведены значения изгибающих моментов в некоторых характерных точках 

полуплоскости в зависимости от отношения 1/c a , где c  – длина перемычки меж-

ду контуром отверстия и границей полуплоскости. При этом характерными были 

точки 1(0, )A a , 1( , 0)B a , 1(0, )C a  1(0, 2)D a c , 1(0, )O a c , 1 1( , )L a a c , 

1 1(2 , )M a a c . Вариант 1/ 0c a  , соответствует случаю, когда контур отверстия 

выходит на границу полуплоскости (касается прямолинейной границы), при 

1/ 0c a   контур отверстия пересекает границу полу-

плоскости, то есть имеет место полуплоскость с кру-

говым выемом различной глубины, например, при 

1/ 1c a    центр кругового выема оказывается на 

прямолинейной границе и выемом является полукруг. 

Как показывают расчеты, для полуплоскости из мате-

риала М1, близкого по упругим свойствам к изотропному материалу, значения из-

Рисунок 4.7 

y

x

A

c

xm

C

D

O

B

xm

1a
 

L M



121 

гибающих моментов в задачах ЭМУ и ТУ оказываются весьма близкими, отлича-

ясь друг от друга лишь в точке B , и то менее чем на 2%. Поэтому значения вели-

чин в остальных точках приведены лишь для задачи ЭМУ. На рисунке Б.4.4 для 

полуплоскости из более пьезоактивного материала М2, для некоторых значений 

1/с a  изображены графики распределения /s xM m  по контуру отверстия в зави-

симости от центрального угла  , отсчитываемого от оси Ox  против часовой 

стрелки, причем сплошные линии относятся к задаче ЭМУ, пунктирные – к задаче 

ТУ.  

Как следует из данных таблицы А.4.5 и рисунка Б.4.4, с приближением от-

верстия к прямолинейной границе значения моментов в точках перемычки и пря-

молинейной границы вблизи перемычки резко возрастают, незначительно изме-

няясь в остальных точках. На значения изгибающих моментов значительно влияет 

учет пьезосвойств материала (ср. значения моментов в задачах ЭМУ и ТУ), осо-

бенно в зоне перемычки между отверстием и прямолинейной границей. В точках 

высокой концентрации напряжений значения моментов в задачах ЭМУ и ТУ от-

личаются друг от друга около 15%. Поэтому при исследованиях концентрации 

напряжений (следовательно, и моментов) в элементах конструкций из пьезомате-

риалов нельзя ограничиваться решением задачи ТУ, а нужно решать задачу ЭМУ.  

Полуплоскость с круговым отверстием и краевой трещиной. В табли-

це А.4.6 для изгиба моментами x xM m   полуплоскости из материала М2 с кру-

говым отверстием радиуса 1a  и вертикальной краевой трещиной из контура от-

верстия длины 2 1l a  в перемычке (рисунок 4.8) с точностью до множителя xm  в 

зависимости от 1/c a , где c  – длина перемычки между 

вершиной трещины и границей полуплоскости, приве-

дены значения КИМ для вершины трещины и изгиба-

ющих моментов /x xM m  в некоторых характерных 

точках полуплоскости. При этом характерными точка-

ми были 1(0, )A a , 1( , 0)B a , 1(0, 2 )F a , 

1(0, 2 2)D a c , 1(0, 2 )O a c , 1 1( , 2 )L a a c , 

Рисунок 4.8 
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1 1(2 , 2 )M a a c . На рисунке Б.4.5 для некоторых значений 1/с a  изображены гра-

фики распределения моментов /s xM m  по контуру отверстия для полуплоскости 

из материала М2. 

Как следует из данных таблице А.4.6 и рисунке Б.4.5, приближение круго-

вого отверстия с краевой трещиной к границе полуплоскости ведет к весьма су-

щественному росту концентрации изгибающих моментов в точках перемычки, 

около контура отверстия и около прямолинейной границы вблизи перемычки. 

Выход трещины на прямолинейную границу (случай разреза между контуром от-

верстия и границей полуплоскости) резко снижает значения моментов в точках 

перемычки и незначительно изменяет их вблизи прямолинейной границы. Незна-

чительное уменьшение значений моментов наблюдается и с уменьшением длины 

разреза. 

 

 

4.3. Решение задачи для многосвязной полосы 

 

Рассмотрим пьезополосу, занимающую многосвязную область, ограничен-

ную прямолинейными границами L  (верхней), L (нижней) и контурами эллип-

тических отверстий lL   1,l    с полуосями la , lb  (рисунок 4.9). Эллипсы могут 

переходить в прямолинейные разрезы-трещины, пересекать прямолинейные гра-

ницы, пересекаться между собой, аппроксимировать контуры отверстий произ-

вольной конфигурации. Отнесем плиту к пря-

моугольной системе координат Oxy  с началом 

в произвольной точке полосы и осью Ox , па-

раллельной прямолинейным границам. Обозна-

чим расстояния от начала координат до прямо-

линейных границ L , L  соответственно через 

h  и h . Выберем локальные системы коорди-
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нат l l lO x y  с началами в центрах эллипсов lL  и осями l lO x  вдоль полуосей la , от-

считываемых от положительного направления Ox  против часовой стрелки. Тогда 

в системе Oxy  уравнения lL  записываются в виде (3.2).  

Будем считать, что прямолинейные границы L , L  не загружены, на кон-

турах lL  действуют механические изгибающие моменты ( )lm t , поперечные силы 

( )lp t , моменты электрической индукции ( )dlm t  и магнитной индукции ( )blm t  так, 

что их главные векторы и главные моменты на каждом из контуров равны нулю. 

На бесконечности полоса не загружена или изгибается механическими моментами 

xM   и моментами индукций dxM  , bxM  ; моменты yM  , xyH , dyM  , byM   в силу не-

загруженности прямолинейной границы равны нулю.  

Задачу по определению ЭМУС рассматриваемой полосы будем решать с 

использованием комплексных потенциалов электромагнитоупругости [53]. В та-

ком случае она сводится к нахождению функций ( )k kW z   1, 4k   обобщенных 

комплексных переменных (2.54) из граничных условий (3.10). 

Обозначим исходную многосвязную область, ограниченную прямолиней-

ными границами и контурами отверстий через S , верхнюю полуплоскость с гра-

ницей L  – через S , нижнюю полуплоскость с границей L  – через S . В обла-

стях комплексных переменных kz   1, 4k   исходной области S  соответствуют 

многосвязные полосы kS  с прямолинейными границами kL , kL  и контурам от-

верстий контуры klL . 

Функции  k kW z  определены в многосвязных областях kS  и на основе об-

щих представлений комплексных потенциалов [53] их можно представить в виде  

       
1

k k k k kl k k k k k
l

W z z W z W z W z 



       


,                       (4.27) 

где k  – постоянные, определяемые из решения системы линейных алгебраиче-

ских уравнений (4.2);  kl kW z  – функции, голоморфные вне klL ;  k kW z  – функ-
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ции, голоморфные в нижних полуплоскостях с границами kL ;  k kW z  – функ-

ции, голоморфные в верхних полуплоскостях с границами kL .  

Используя конформные отображения (4.3) внешности единичных кругов 

1kl   на внешности эллипсов klL , функции  kl kW z , голоморфные вне контуров 

klL , представим рядами Лорана вида  

1

( ) kln
kl k n

n kl

a
W z





 


                                                                 (4.28) 

с неизвестными коэффициентами klna . 

По аналогии с приближенным решением задачи для полуплоскости, ком-

плексные потенциалы  k kW z , голоморфные в нижних полуплоскостях с грани-

цей kL  выберем в виде  

 
 1 1

kln
k k n

l n
kl

b
W z




 

 





,                                                       (4.29) 

где klnb  – неизвестные постоянные, а kl
  – переменные, определяемые из неявных 

зависимостей (4.22). 

Аналогичным образом выберем представления голоморфных в верхних по-

луплоскостях с границами kL  функций 

 1 1

( ) kln
k k n

l n
kl

c
W z




 

 





,                                                        (4.30) 

в которых klnс  – неизвестные постоянные; kl
  – переменные, определяемые из не-

явных зависимостей  

( ) kl
k k k kl kl kl

kl

m
z h z R 



 
         

.                                          (4.31) 

Окончательно для комплексных потенциалов (4.27) будем иметь выражения  

 
1 1

( ) ( ) ( )k k k k kln kln k kln kln k kln kln k
l n

W z z a z b z c z


 

 

          


,        (4.32) 



125 

1
( )kln k n

kl

z 


,    
 

1
kln k n

kl

z


 


,    

 
1

kln k n

kl

z


 


;               (4.33) 

kl , kl
 , kl

  – функции, вычисляемые из неявных зависимостей (4.3), (4.22), (4.31)

; klna , klnb , klnc  – неизвестные коэффициенты разложений функций в ряды Лора-

на (4.28), (4.29), (4.30). 

Неизвестные постоянные klna , klnb , klnc   1,4; 1, , 1, 2,...k l n    опреде-

лим из граничных условий на прямолинейных границах L , L  и на контурах от-

верстий lL   1,l   . Для многосвязных областей эти условия удобнее использо-

вать в дифференциальной форме, которая не будет содержать указанные выше 

комплексные постоянные lc . На основе равенств (3.10) эти условия при диффе-

ренцировании по дуге контуров области имеют вид  

 
4

,
1

( )
2Re

ip
ikp k s k kp

k

df t
g W t

ds

  ,  1, 2p   .                           (4.34) 

При этом для точек контуров отверстий ,
2 2

k k
k s

dt x y

ds x y

  
  

 
; x , y  – произ-

водные переменных (3.2) по параметру   параметрического задания эллипсов 

(3.1); s  – длина дуги контура, обходимого против часовой стрелки; для прямоли-

нейных границ L , L , где ( ) 0ipf t  , , 1k s  , правые части уравнений (4.34) рав-

ны нулю. 

Граничным условиям (4.34) будем удовлетворять обобщенным методом 

наименьших квадратов [19, 67, 138]. Для этого выберем «коллокационные отрезки» 

на прямолинейных границах L  и L , затем на них и на контурах отверстий и 

трещин  1,lL l    систему точек  ,pm pm pmM x y   1, , 1, 2pm M p   , в 

которых удовлетворим соответствующим граничным условиям, подставив в них 

функции (4.32). Тогда для определения неизвестных постоянных klna , klnb  и klnс  

получим следующую систему линейных алгебраических уравнений:  
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4

,
1 1 1

2Re ikp k s kln kpm kln kln kpm kln kln kpm kln
k l n

g t a t b t c


 

  

          


 

4

,
1

2Re ikp k s k
k

g


      1, 4; 1, ; 1, 2pi m M p    .     (4.35) 

Кроме уравнений (4.35), для каждого контура отверстия должны выпол-

няться уравнения (3.14), следующие из условия однозначности прогиба при пол-

ном обходе контуров отверстий lL . 

Систему (4.35), дополненную уравнениями (3.14), будем решать использо-

ванием сингулярных разложений [160, 161]. После нахождения псевдорешений 

этой системы постоянные klna , klnb  и klnс , а, следовательно, и функции ( )k kW z , 

будут известными и по ним можно вычислять основные характеристики ЭМУС 

(моменты механические изгибающие, крутящий, индукций и перерезывающие 

силы на основных площадках). В частности, для механических моментов и мо-

ментов индукций (векторов индукций) имеют место формулы (2.62), (2.63). 

По основным характеристикам можно найти также моменты на произволь-

ных площадках. При этом, если некоторый эллипс lL  переходит в прямолинейный 

разрез-трещину, то для его концов можно вычислить также коэффициенты интен-

сивности моментов (КИМ) по формулам (3.15). 

Исследование ЭМУС полосы. Численные исследования были проведены 

для полосы с круговым отверстием, в том числе выходящим на одну из прямоли-

нейных границ, для полосы с круговым отверстием и краевой трещиной из него в 

перемычке, в том числе выходящей на прямолинейную границу.  

При проведении численных исследований количество членов в бесконечных 

рядах (4.16) для каждого отверстия pL  и «коллокационных точек» pM  на этих 

контурах и на «коллокационных отрезках» прямолинейных границ, для которых 

составлялись уравнения (4.16), увеличивалось до тех пор, пока граничные условия 

на контурах отверстий и на прямолинейных границах не удовлетворялись с доста-

точно высокой степенью точности (модуль абсолютной погрешности не превы-

шал 310 ). В качестве «коллакационных отрезков» на прямолинейных границах 
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выбирались отрезки, за пределами которых влияние отверстий и трещин на зна-

чения исследуемых величин незначительно. В описываемых ниже случаях для та-

кого удовлетворения граничным условиям необходимо было в указанных рядах 

оставлять от 10 до 120 членов, на каждом из контуров отверстий и на «коллока-

ционных отрезках» прямолинейной границы брать от 50 до 500 «коллокационных 

точек». При этом в качестве «коллокационных отрезков» на прямолинейных гра-

ницах были отрезки длины 1–3 диаметра основного концентратора моментов с 

центром в точке, где наиболее существенно влияние отверстий и трещин.  

Полоса с круговым отверстием. В таблице А.4.7 для задач ЭМУ и ТУ изги-

ба моментами x xM m   полосы с центральным круговым отверстием радиуса 1a  

(рисунок 4.10) с точностью до множителя xm  при-

ведены значения изгибающих моментов в некото-

рых характерных точках полуплоскости в зависи-

мости от отношения 1 1/c a , где 1c  – длина перемыч-

ки между контуром отверстия и границами полосы. 

При этом характерными были точки 1( , 0)B a , 

1(0, )C a  1 1(0, 2)D a c , 1 1(0, )E a c  , 

1 1 1( , )L a a c  , 1 1 1(2 , )M a a c  . Для наиболее пьезоактивного материала М2 во 

всех точках приведены значения моментов как для задачи ЭМУ, так для задачи 

ТУ. Для М1 и М3 эти значения даны лишь в точке В, где они претерпевают 

наибольшие изменения, и в точке С, где наблюдается наибольшая концентрация 

моментов.  

На рисунке  Б.4.6 для полосы из наиболее пьезоактивного материала М2, 

для некоторых значений 1 1/c a  изображены графики распределения /s xM m  по 

контуру отверстия в зависимости от центрального угла  , отсчитываемого от оси 

Ox  против часовой стрелки, а на рисунке Б.4.7 изображены графики распределе-

ния моментов /х xM m  по отрезку прямолинейной границы L .  

В таблице А.4.8 для задачи ЭМУ об изгибе моментами x xM m   полосы из 

D
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М2 с круговым отверстием радиуса 1a  (рисунок 4.11, а) с точностью до множите-

ля xm  приведены значения изгибающих моментов в некоторых характерных точ-

ках в зависимости от отно-

шения 1 1/c a , где 1c  – длина 

перемычки между контуром 

отверстия и верхней границей 

полосы. При этом ширина 

полосы равна 16a , 

2 1 14c a c  , а характерными 

были точки 1(0, )A a , 

1( , 0)B a , 1(0, )C a , 1 1(0, )E a c  , 1 1 1( , )L a a c  , 1 1 1(2 , )M a a c  , 

1 2(0, )E a c   , 1 1 2( , )L a a c   , 1 1 2(2 , )M a a c   . Отрицательные значения 

1 1/c a  относятся к случаям полосы с выемом, например, 1 1 1с a    соответствует 

случаю, когда отверстие выходит на край до его горизонтального диаметра (рису-

нок 4.11, б). 

Из данных таблицы А.4.7, таблицы А.4.8, рисунка Б.4.6 и рисунка Б.4.7 сле-

дует, что 1) влияние прямолинейных границ полосы на напряженное состояние 

около отверстия значительно, если отверстие находится на расстоянии менее диа-

метра отверстия от них ( 1 2, 1,2)iс a i  ; 2) сближение отверстия с некоторой 

прямолинейной границей приводит к значительному росту концентрации момен-

тов (следовательно, и напряжений) в зоне между отверстием и этой прямолиней-

ной границей с незначительными изменениями в других зонах; 3) при сближении 

отверстия с некоторой прямолинейной границей концентрация напряжений 

наблюдается и вблизи этой прямолинейной границы на расстояниях до радиуса 

отверстия; 4) при выходе отверстия на прямолинейную границу (рисунок 4.11, б) 

концентрация моментов резко уменьшается вблизи выема как около контура от-

верстия, так и в точках прямолинейной границы; 5) на значения получаемых при 

решении задачи моментов значительно влияет учет пьезосвойств материала поло-

а                                                   б 
Рисунок 4.11 
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сы; так для полосы из М1 с центральным круговым отверстием при 1 0,1iс a   

 1,2i   значения моментов в точке В для задачи ЭМУ отличаются от значений 

тех же моментов в задаче ТУ не более чем на 10%, для полосы из М2 это отличие 

составляет уже 65%, а для полосы из М3 эти моменты оказываются разных знаков 

– небольшое сжатие вблизи этой точки в задаче ТУ меняется на значительное рас-

тяжение в задаче ЭМУ; 6) в полосе с отверстием (при учете влияния обеих прямо-

линейных границ) значения моментов получаются несколько выше, чем в полу-

плоскости (при учете влияния только одной прямолинейной границы).  

Полоса с круговым отверстием и краевой трещиной. В таблицы А.4.9 для 

задачи ЭМУ об изгибе моментами x xM m   полосы из материала М2 с круговым 

отверстием радиуса 1a  и краевой трещиной длины 2 1l a  (рисунок 4.12, а) с точ-

ностью до множителя xm  приве-

дены значения изгибающих мо-

ментов и КИМ 1k  в некоторых 

характерных точках полосы в за-

висимости от отношения 1 1/c a , 

где 1c  – длина перемычки между 

вершиной трещины и верхней 

границей полосы. При этом ши-

рина полосы равна 17a , а 2 1 14c a c  . Характерными были точки 1(0, )A a , 

1( , 0)B a , 1(0, 2 )F a , 1 1(0, 2 )E a c  , 1 1 1( , 2 )L a a c  , 1 1 1(2 ,2 )M a a c  , 

1 2(0, )E a c   , 1 1 2( , )L a a c   , 1 1 2(2 , )M a a c   . Отрицательные значения 

1 1/c a  относятся к случаям разреза между отверстием и верхней границей полосы 

(рисунок 4.12, б), например, 1 1 0,5с a    относится к случаю, когда длина разреза 

равна половине радиуса отверстия. 

Из данных таблицы А.4.9 и других полученных результатов следует, что 

сближение отверстия с краевой трещиной с границей полосы приводит к весьма 

высокой концентрации моментов в точках перемычки и в точках прямолинейной 

а                                               б 
Рисунок 4.12 
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границы вблизи перемычки; при этом значительно увеличиваются значения КИМ 

для конца трещины; при выходе трещины на прямолинейную границу (полоса с 

отверстием и разрезом между ним и прямолинейной границей) концентрация мо-

ментов резко уменьшается.  

 

 

4.4. Выводы к разделу 4 

 

В данном разделе решены задачи об изгибе пьезоплиты в виде полуплоско-

сти или полосы с отверстиями и трещинами. Вначале для полуплоскости с внут-

ренними отверстиями или трещинами методом интегралов типа Коши получены 

общие представления комплексных потенциалов, точно удовлетворяющих гра-

ничным условиям на прямолинейной границе и приближенно, с использованием 

метода наименьших квадратов, на контурах отверстий. На этой основе для более 

общего случая, когда контуры отверстий могут пересекать прямолинейную гра-

ницу, выбраны общие представления комплексных потенциалов, содержащие по-

стоянные, определяемые из граничных условий методом наименьших квадратов 

как на контурах отверстий, так и на прямолинейной границе. Последний подход 

распространен и случай полосы с отверстиями и трещинами. Решения всех ука-

занных задач для полуплоскости и полосы сведены к решениям систем линейных 

алгебраических уравнений для определения неизвестных постоянных, входящих в 

комплексные потенциалы. Численными исследованиями установлена высокая 

эффективность предложенных методик решения задач, устойчивость получаемых 

результатов. Показано, что для внутренних отверстий и трещин результаты, полу-

чаемые при использовании приближенного удовлетворения граничным условиям 

на прямолинейной границе, практически совпадают с аналогичными данными, 

найденными при точном удовлетворении этим условиям.  

Решен ряд задач для полуплоскости и полосы с произвольно расположенны-

ми отверстиями и трещинами, в том числе выходящими на прямолинейные гра-

ницы. Численные исследования проведены для полуплоскости с круговым отвер-
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стием или трещиной, в том числе выходящими на прямолинейную границу (слу-

чай полуплоскости с выемом), полуплоскости с круговым отверстием и внутрен-

ней трещиной в перемычке, с круговым отверстием, имеющим краевую трещину 

в перемычке, в том числе выходящей на прямолинейную границу (случай полу-

плоскости с круговым отверстием и разрезом между отверстием и границей полу-

плоскости), для полосы с круговым отверстием, в том числе выходящим на одну 

из прямолинейных границ, для полосы с круговым отверстием и краевой трещи-

ной из него в перемычке, в том числе выходящей на прямолинейную границу. Во 

всех задачах исследовано влияние геометрических характеристик и физико-

механических свойств материалов на значения основных характеристик ЭМУС и 

КИМ. Установлено, что при сближении отверстий (трещин) с прямолинейными 

границами значения указанных величин резко возрастают. Наличие второй пря-

молинейной границы (случай полосы) приводит к значительному увеличению 

значений указанных величин. На значения изгибающих моментов значительно 

влияет учет пьезосвойств материала, особенно в зонах высокой концентрации из-

гибающих моментов, поэтому в этих случаях нельзя ограничиваться решением 

задачи теории упругости об изгибе плиты, а нужно решать задачу электромагни-

тоупругости. 

По результатам, представленным в разделе 4, опубликованы работы [44, 47, 

60–62, 65]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В результате проведенных в диссертационной работе исследований разрабо-

таны методы решения задач об изгибе электромагнитоупругих тонких плит, даны 

их приложения к решениям различных классов задач для односвязных и много-

связных конечных и бесконечных плит, полуплоскости или полосы с отверстиями, 

трещинами и выемами.  

Основные научные результаты и выводы, полученные в работе, следующие: 

1. Исследованы основные соотношения теории изгиба электромагнитоупру-

гих тонких плит.  

2. Показано введение обобщенных комплексных потенциалов теории изгиба 

электромагнитоупругих тонких плит, сведение краевых задач теории изгиба элек-

тромагнитоупругих плит к граничным условиям по определению комплексных 

потенциалов, нахождение основных характеристик ЭМУС по комплексным по-

тенциалам.  

3. Даны точные аналитические решения ряда задач для односвязных плит. 

4. С использованием методов конформных отображений, разложений функ-

ций в ряды Лорана и по полиномам Фабера, обобщенного метода наименьших 

квадратов разработан численно-аналитический метод определения комплексных 

потенциалов для конечной или бесконечной многосвязной плиты с произвольно 

расположенными отверстиями и трещинами (в том числе с пересекающимися 

контурами), приводящий задачи к переопределенным системам линейных алгеб-

раических уравнений, решаемых методом сингулярных разложений.  

5. Предложен, основанный на использовании метода интегралов типа Коши, 

подход решения задач электромагнитоупругости для полуплоскости с внутрен-

ними отверстиями и трещинами с точным удовлетворением граничным услови-

ям на прямолинейной границе и приближенным удовлетворением (обобщенным 

методом наименьших квадратов) на контурах отверстий и трещин.  

6. Предложен, основанный на приближенном удовлетворении граничным 

условиям на всех границах многосвязных полуплоскости и полосы, метод, поз-
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воляющая решать задачи не только для случая внутренних отверстий и трещин, 

но и когда последние пересекают прямолинейные границы. 

7. Получены теоретические решения ряда задач с их алгоритмизацией.  

8. На алгоритмическом языке С++ составлены комплексы программ числен-

ной реализации полученных решений. 

9. Численными исследованиями установлена эффективность разработанных ме-

тодик решения различных классов задач, устойчивость и достоверность получае-

мых результатов.  

10. Проведены численные исследования по решению ряда задач, с помощью 

которых установлены новые закономерности влияния на значения основных ха-

рактеристик ЭМУС физико-механических свойств материалов рассматриваемых 

плит, их геометрических характеристик. В частности, установлено, что учет элек-

тромагнитных свойств материалов тонких плит вносит значительный вклад в зна-

чения основных характеристик ЭМУС, следовательно, при исследованиях нельзя 

пренебрегать пьезосвойствами материалов, решая классическую задачу изгиба 

тонких анизотропных плит, а нужно решать общую задачу электромагнитоупру-

гости. Это влияние особенно велико в зонах высоких концентраций моментов, где 

значения основных характеристик ЭМУС с учетом и без учета пьезосвойств могут 

даже в несколько раз отличаться друг от друга. Установлено также значительное 

влияние на значения основных характеристик ЭМУС геометрических характери-

стик рассматриваемых плит, в частности, расстояние между отверстиями и тре-

щинами, способ их подкрепления, их геометрические характеристики. При сбли-

жении границ (отверстий, трещин, бесконечных прямолинейных границ) значения 

основных характеристик ЭМУС в точках перемычек, а в случае трещин и КИМ 

резко растут, иногда в десятки раз.  

11. Результаты, представленных в диссертационной работе исследований, 

имеют как теоретический, так и практический интерес. Предложенные методы ре-

шения задач могут использоваться для решения разнообразных инженерных задач. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Таблица А.2.1 – Значения изгибающих моментов s yM m  на контуре кругового отверстия в 

бесконечной плите из различных материалов. 

Материал Задача  , рад 
0 12  6  4  3  5 12  2  

M1 ЭМУ 1,845 1,725 1,400 0,970 0,570 0,305 0,215 
ТУ 1,835 1,717 1,399 0,975 0,577 0,308 0,215 

M2 ЭМУ 2,184 2,003 1,457 0,767 0,336 0,230 0,231 
ТУ 1,876 1,752 1,424 0,990 0,565 0,258 0,146 

M3 ЭМУ 1,719 1,720 1,537 1,130 0,600 0,158 -0,008 
ТУ 1,507 1,492 1,411 1,218 0,851 0,299 -0,048 

 

 

Таблица А.2.2 – Значения изгибающих моментов s xM m  на контуре кругового отверстия в 

бесконечной плите из различных материалов. 

Материал Задача  , рад 
0 12  6  4  3  5 12  2  

M1 ЭМУ 0,231 0,322 0,586 0,978 1,392 1,700 1,813 
ТУ 0,227 0,319 0,587 0,980 1,394 1,701 1,813 

M2 ЭМУ 0,609 0,583 0,558 0,767 1,230 1,652 1,811 
ТУ 0,220 0,341 0,650 1,032 1,384 1,626 1,713 

M3 ЭМУ 0,125 0,521 0,901 1,106 1,269 1,407 1,464 
ТУ -0,070 0,373 0,935 1,234 1,368 1,414 1,421 

 

 

Таблица А.2.3 – Значения изгибающих моментов n yM m  на контуре жестко подкрепленного 

кругового отверстия в бесконечной плите из различных материалов. 

Материал Задача  , рад 
0 12  6  4  3  5 12  2  

М1 ЭМУ -2,200 -1,804 -0,725 0,751 2,226 3,306 3,701 
ТУ -2,202 -1,806 -0,726 0,751 2,227 3,308 3,704 

М2 ЭМУ -1,920 -1,559 -0,574 0,772 2,118 3,104 3,464 
ТУ -1,977 -1,603 -0,580 0,816 2,213 3,235 3,610 

М3 ЭМУ -1,846 -1,474 -0,456 0,934 2,324 3,341 3,714 
ТУ -1,901 -1,506 -0,427 1,047 2,522 3,601 3,996 
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Таблица А.2.4 – Значения изгибающих моментов s yM m  на контуре жестко подкрепленного 

кругового отверстия в бесконечной плите из различных материалов. 

Материал Задача  , рад 
0 12  6  4  3  5 12  2  

М1 ЭМУ -0,772 -0,645 -0,266 0,282 0,797 1,111 1,208 
ТУ -0,758 -0,633 -0,262 0,274 0,784 1,107 1,209 

М2 ЭМУ -0,748 -0,711 -0,400 0,353 0,959 1,046 0,987 
ТУ -0,849 -0,663 -0,218 0,275 0,680 0,939 1,028 

М3 ЭМУ -0,721 -0,363 -0,184 -0,090 0,260 0,696 0,878 
ТУ -0,653 -0,158 0,072 -0,256 -0,376 0,288 0,945 

 



160 

Таблица А.3.1 – Значения изгибающих моментов 0sM m  в точках контуров кольца на площад-

ках, перпендикулярным контурам, в зависимости от 1 0a a . 

Материал  , рад Задача 1 0a a  

0,1 0,5 0,9 0,99 0,1 0,5 0,9 0,99 
   На контуре 1L  На контуре 0L  

M1 
0 

ЭМУ 2,097 2,752 10,60 100,58 1,018 1,629 9,456 99,43 
ТУ 2,082 2,735 10,59 100,56 1,019 1,636 9,469 99,44 

π/12 
ЭМУ 2,067 2,719 10,58 100,55 1,019 1,644 9,483 99,46 
ТУ 2,057 2,708 10,56 100,54 1,019 1,649 9,493 99,47 

π/6 
ЭМУ 2,006 2,651 10,51 100,49 1,021 1,676 9,541 99,52 
ТУ 2,005 2,650 10,51 100,49 1,021 1,676 9,541 99,52 

π/4 
ЭМУ 1,967 2,608 10,47 100,45 1,022 1,694 9,575 99,55 
ТУ 1,975 2,617 10,48 100,46 1,021 1,691 9,568 99,55 

π/3 
ЭМУ 1,982 2,625 10,49 100,47 1,021 1,685 9,560 99,54 
ТУ 1,990 2,634 10,50 100,48 1,021 1,681 9,552 99,53 

5π/12 
ЭМУ 2,026 2,674 10,54 100,51 1,020 1,660 9,517 99,49 
ТУ 2,029 2,678 10,54 100,51 1,020 1,658 9,514 99,49 

π/2 
ЭМУ 2,049 2,700 10,56 100,53 1,019 1,646 9,495 99,47 
ТУ 2,049 2,700 10,56 100,53 1,019 1,646 9,495 99,47 

M2 
0 

ЭМУ 2,820 3,572 11,32 101,20 1,004 1,342 8,916 98,82 
ТУ 2,117 2,767 10,61 100,58 1,019 1,644 9,459 99,43 

π/12 
ЭМУ 2,612 3,345 11,09 101,02 1,008 1,445 9,051 98,99 
ТУ 2,114 2,766 10,61 100,58 1,019 1,641 9,457 99,43 

π/6 
ЭМУ 2,037 2,699 10,52 100,51 1,019 1,644 9,508 99,49 
ТУ 2,094 2,746 10,60 100,57 1,019 1,638 9,464 99,44 

π/4 
ЭМУ 1,550 2,146 10,03 100,04 1,026 1,761 9,935 99,96 
ТУ 2,042 2,692 10,55 100,53 1,019 1,647 9,500 99,48 

π/3 
ЭМУ 1,581 2,140 10,02 100,01 1,021 1,831 9,982 99,98 
ТУ 1,969 2,615 10,48 100,46 1,020 1,674 9,559 99,54 

5π/12 
ЭМУ 1,896 2,429 10,28 100,26 1,024 1,857 9,769 99,75 
ТУ 1,904 2,547 10,43 100,41 1,022 1,707 9,613 99,60 

π/2 
ЭМУ 2,057 2,590 10,41 100,39 1,045 1,828 9,647 99,62 
ТУ 1,879 2,520 10,40 100,38 1,023 1,721 9,635 99,62 

M3 
0 

ЭМУ 1,862 2,472 10,32 100,29 1,025 1,765 9,729 99,71 
ТУ 1,456 2,123 10,08 100,09 1,035 1,890 9,906 99,91 

π/12 
ЭМУ 2,262 2,917 10,76 100,70 1,024 1,712 9,421 99,32 
ТУ 1,891 2,631 10,61 100,58 1,021 1,733 9,509 99,43 

π/6 
ЭМУ 2,462 3,124 10,92 100,90 1,018 1,576 9,126 99,11 
ТУ 2,379 3,192 11,15 101,12 1,006 1,389 8,914 98,88 

π/4 
ЭМУ 2,259 2,891 10,73 100,72 1,011 1,449 9,285 99,28 
ТУ 2,486 3,316 11,26 101,25 1,001 1,188 8,761 98,75 

π/3 
ЭМУ 1,891 2,521 10,41 100,40 1,008 1,563 9,603 99,60 
ТУ 2,250 3,061 11,02 101,00 1,003 1,362 9,039 99,01 

5π/12 
ЭМУ 1,586 2,250 10,16 100,15 1,023 1,885 9,864 99,85 
ТУ 1,738 2,484 10,46 100,44 1,020 1,748 9,609 99,57 

π/2 
ЭМУ 1,477 2,163 10,08 100,06 1,058 2,014 9,958 99,94 
ТУ 1,393 2,086 10,06 100,06 1,040 1,923 9,937 99,94 
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Таблица А.3.2 – Значения некоторых величин для различных значений отношения 0с a  для 

круговой плиты из материала М2 с внутренней трещиной длины 0a  

Величина 0с a  

 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0 

0/sM m  в т. A  1,022 1,021 1,016 1,005 0,853 0,931 

0/sM m  в т. B  1,285 1,218 1,172 1,139 1,191 1,174 

0/sM m  в т. C  1,285 1,388 1,562 1,912 2,908 – 

КИМ 1k   0,822 0,817 0,822 0,835 0,844 1,242 

КИМ 1k   0,822 0,835 0,865 0,920 0,927 – 
 

 

Таблица А.3.3 – Значения некоторых величин для различных значений отношения 0l a  длины 

краевой трещины к радиусу кругового диска из материала М2 

Величина 0l a  

 0,1 0,5 1,0 1,5 1,8 1,9 

0/sM m  в т. A  1,001 1,001 0,931 1,018 1,011 2,125 

0/sM m  в т. В  1,000 1,017 1,174 2,046 5,299 13,692 

КИМ 1k  0,323 0,775 1,242 1,918 3,007 3,497 
 

 

Таблица А.3.4 – Значения моментов sM  в точках контура 1L  выема в зависимости от значений 

отношения 1 0a a  радиуса выема к радиусу диска из материала М2 для задачи ЭМУ 

 , 
рад 

1 0a a  

0,1 0,3 0,5 0,7 0,8 0,9 
0 2,809 2,681 2,666 3,023 3,721 6,144 

π/12 2,614 2,492 2,462 2,715 3,174 4,483 
π/6 2,054 1,954 1,899 1,958 2,077 2,324 
π/4 1,507 1,426 1,354 1,301 1,280 1,261 
π/3 1,348 1,258 1,171 1,094 1,062 1,030 
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Таблица А.3.5 – Значения некоторых величин для различных отношений 3 0a a  радиуса 

внутреннего отверстия к радиусу диска их материала М2 

Величина 3 0a a  

 0,1 0,2 0,3 0,4 0,45 

sM  в т. A   2,776 3,216 4,487 8,878 17,695 

sM  в т. B   3,493 3,929 5,093 9,185 17,829 

sM  в т.C  0,970 1,024 1,110 1,227 1,301 

sM  в т. D  0,731 0,783 0,848 0,924 0,971 
 

 

Таблица А.3.6 – Значения моментов 0sM m  вблизи контура кругового отверстия и в некоторых 

точках сторон изгибаемой по горизонтальным сторонам плиты из материала М2 моментами 

0yM m  в зависимости от длины перемычек 1c a  и угла   

1

c

a
 

За- 
да- 
ча 

 , рад Точки 

0  
6


 

4


 

3


 

2


 A B C D 

  ЭМУ 2,184 1,457 0,767 0,336 0,231 0,000 0,000 1,000 1,000 
 ТУ 1,876 1,424 0,990 0,565 0,146 0,000 0,000 1,000 1,000 

10 ЭМУ 2,198 1,467 0,773 0,337 0,230 0,005 -0,001 1,013 1,014 
 ТУ 1,890 1,434 0,996 0,569 0,146 -0,002 0,001 1,011 1,021 
5 ЭМУ 2,233 1,492 0,786 0,340 0,225 0,013 -0,004 1,044 1,047 
 ТУ 1,924 1,459 1,013 0,577 0,146 -0,008 0,004 1,036 1,071 
2 ЭМУ 2,400 1,608 0,850 0,358 0,203 0,021 -0,013 1,184 1,223 
 ТУ 2,092 1,577 1,087 0,612 0,146 -0,030 0,016 1,157 1,305 
1 ЭМУ 2,765 1,838 0,983 0,415 0,170 -0,006 -0,002 1,457 1,649 
 ТУ 2,473 1,814 1,226 0,678 0,144 -0,061 0,032 1,409 1,788 

0,5 ЭМУ 3,626 2,255 1,219 0,557 0,146 -0,065 0,050 1,981 2,643 
 ТУ 3,371 2,268 1,462 0,798 0,137 -0,092 0,046 1,982 2,804 

0,3 ЭМУ 4,876 2,715 1,456 0,724 0,116 -0,069 0,068 2,590 4,015 
 ТУ 4,656 2,761 1,682 0,929 0,132 -0,105 0,053 2,521 4,154 

0,1 
ЭМУ 11,454 3,931 1,931 1,223 0,091 -0,079 0,077 4,461 10,730 
ТУ 11,274 4,128 2,139 1,305 0,124 -0,116 0,070 4,345 10,843 

0,01 
ЭМУ 106,93 -2,489 -2,839 2,189 3,546 -4,191 3,351 9,893 87,995 
ТУ 101,13 5,981 2,537 1,833 0,096 -0,095 0,142 7,221 100,77 
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Таблица А.3.7 – Значения моментов s yM m  вблизи контура левого отверстия в пластинке с 

двумя круговыми отверстиями при действии механических моментов y yM m   

Материал 

1

с

a
 

Задача  , рад 

0  / 6  / 3  / 2  2 / 3  5 / 6    

М1   ЭМУ 1,845 1,400 0,570 0,215 0,570 1,400 1,845 
2 ЭМУ 2,075 1,500 0,551 0,203 0,600 1,466 1,924 
1 ЭМУ 2,416 1,580 0,516 0,203 0,630 1,513 1,976 

0,5 ЭМУ 3,039 1,633 0,460 0,207 0,665 1,563 2,032 
0,1 ЭМУ 6,051 1,343 0,305 0,218 0,732 1,658 2,134 
0,01 ЭМУ 18,223 0,551 0,174 0,225 0,779 1,725 2,207 
-0,5 ЭМУ – – 0,126 0,223 0,754 1,679 2,153 
-1 ЭМУ – – – 0,218 0,701 1,594 2,058 

М2 
  

ЭМУ 2,184 1,457 0,336 0,231 0,336 1,457 2,184 
ТУ 1,876 1,424 0,565 0,146 0,565 1,424 1,876 

2 
ЭМУ 2,378 1,547 0,324 0,218 0,341 1,517 2,267 
ТУ 2,110 1,531 0,554 0,139 0,599 1,492 1,957 

1 
ЭМУ 2,703 1,646 0,317 0,219 0,354 1,568 2,332 
ТУ 2,454 1,617 0,519 0,138 0,632 1,540 2,010 

0,5 
ЭМУ 3,381 1,737 0,304 0,225 0,373 1,629 2,406 
ТУ 3,082 1,676 0,458 0,141 0,669 1,592 2,067 

0,1 
ЭМУ 6,971 1,509 0,243 0,237 0,419 1,755 2,554 
ТУ 6,147 1,386 0,281 0,148 0,743 1,691 2,174 

0,01 
ЭМУ 21,846 0,659 0,165 0,243 0,457 1,853 2,667 
ТУ 18,606 0,570 0,129 0,152 0,795 1,761 2,249 

-0,5 
ЭМУ – – 0,122 0,240 0,451 1,808 2,605 
ТУ – – 0,081 0,151 0,768 1,714 2,195 

-1 
ЭМУ – – – 0,235 0,418 1,702 2,475 
ТУ – – – 0,148 0,710 1,626 2,096 

М3   ЭМУ 1,719 1,538 0,600 -0,008 0,600 1,538 1,719 
2 ЭМУ 1,967 1,672 0,601 -0,007 0,651 1,617 1,798 
1 ЭМУ 2,317 1,782 0,563 -0,006 0,695 1,671 1,846 

0,5 ЭМУ 2,921 1,860 0,483 -0,005 0,744 1,728 1,894 
0,1 ЭМУ 5,711 1,536 0,234 -0,005 0,838 1,832 1,980 
0,01 ЭМУ 16,881 0,611 0,015 -0,006 0,906 1,904 2,037 
-0,5 ЭМУ – – -0,043 -0,007 0,870 1,851 1,987 
-1 ЭМУ – – – -0,007 0,793 1,755 1,904 
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Таблица А.3.8 – Значения моментов s yM m  вблизи контура левого жестко подкрепленного 

отверстия в плите с двумя круговыми отверстиями при действии механических моментов 

y yM m   

Материал 

1

с

a
 

Задача  , рад 

0  / 6  / 3  / 2  2 / 3  5 / 6    

М1   ЭМУ -0,772 -0,266 0,797 1,208 0,797 -0,266 -0,772 
2 ЭМУ -0,625 -0,330 0,596 1,088 0,756 -0,255 -0,745 
1 ЭМУ -0,562 -0,431 0,490 1,059 0,749 -0,260 -0,751 

0,5 ЭМУ -0,658 -0,508 0,433 1,050 0,741 -0,274 -0,767 
0,1 ЭМУ -1,483 -0,473 0,428 1,051 0,719 -0,314 -0,811 
0,01 ЭМУ -5,064 -0,227 0,486 1,059 0,699 -0,351 -0,850 
-0,5 ЭМУ – – 0,364 1,048 0,701 -0,350 -0,849 
-1 ЭМУ – – – 1,035 0,719 -0,325 -0,825 

М2 
  

ЭМУ -0,747 -0,400 0,959 0,987 0,959 -0,400 -0,747 
ТУ -0,849 -0,218 0,680 1,028 0,680 -0,218 -0,849 

2 
ЭМУ -0,614 -0,453 0,742 0,900 0,915 -0,383 -0,722 
ТУ -0,714 -0,284 0,525 0,932 0,644 -0,212 -0,825 

1 
ЭМУ -0,542 -0,579 0,611 0,875 0,906 -0,389 -0,726 
ТУ -0,649 -0,382 0,439 0,907 0,638 -0,217 -0,831 

0,5 
ЭМУ -0,630 -0,688 0,544 0,866 0,894 -0,407 -0,740 
ТУ -0,736 -0,467 0,391 0,899 0,632 -0,230 -0,849 

0,1 
ЭМУ -1,480 -0,622 0,553 0,867 0,865 -0,460 -0,780 
ТУ -1,636 -0,453 0,386 0,899 0,615 -0,268 -0,898 

0,01 
ЭМУ -4,859 -0,287 0,629 0,874 0,841 -0,504 -0,812 
ТУ -5,696 -0,225 0,435 0,907 0,598 -0,304 -0,945 

-0,5 
ЭМУ – – 0,482 0,866 0,845 -0,500 -0,810 
ТУ – – 0,338 0,898 0,598 -0,304 -0,945 

-1 
ЭМУ – – – 0,855 0,867 -0,470 -0,789 
ТУ – – – 0,887 0,614 -0,279 -0,914 
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Таблица А.3.9 – Значения моментов n yM m  на контуре левого жестко подкрепленного 

отверстия в плите с двумя круговыми отверстиями при действии механических моментов 

y yM m   

Материал 

1

с

a
 

Задача  , рад 

0  / 6  / 3  / 2  2 / 3  5 / 6    

М1   ЭМУ -2,199 -0,725 2,225 3,700 2,225 -0,724 -2,199 
2 ЭМУ -1,790 -0,898 1,665 3,334 2,109 -0,695 -2,125 
1 ЭМУ -1,618 -1,172 1,369 3,246 2,089 -0,710 -2,142 

0,5 ЭМУ -1,892 -1,383 1,209 3,216 2,068 -0,748 -2,188 
0,1 ЭМУ -4,255 -1,287 1,198 3,219 2,007 -0,857 -2,312 
0,01 ЭМУ -14,533 -0,618 1,362 3,244 1,949 -0,957 -2,425 
-0,5 ЭМУ – – 1,023 3,212 1,953 -0,953 -2,423 
-1 ЭМУ – – – 3,172 2,007 -0,885 -2,351 

М2 
  

ЭМУ -1,920 -0,574 2,118 3,464 2,118 -0,574 -1,920 
ТУ -1,977 -0,580 2,212 3,609 2,213 -0,580 -1,977 

2 
ЭМУ -1,634 -0,718 1,670 3,158 2,012 -0,559 -1,867 
ТУ -1,661 -0,754 1,709 3,273 2,098 -0,564 -1,920 

1 
ЭМУ -1,478 -0,969 1,404 3,072 1,991 -0,572 -1,881 
ТУ -1,510 -1,016 1,430 3,186 2,077 -0,578 -1,935 

0,5 
ЭМУ -1,671 -1,195 1,259 3,042 1,971 -0,605 -1,920 
ТУ -1,712 -1,240 1,274 3,155 2,057 -0,612 -1,976 

0,1 
ЭМУ -3,724 -1,162 1,251 3,046 1,918 -0,700 -2,029 
ТУ -3,808 -1,205 1,258 3,158 2,001 -0,712 -2,090 

0,01 
ЭМУ -12,783 -0,577 1,403 3,070 1,866 -0,791 -2,132 
ТУ -13,260 -0,597 1,417 3,183 1,946 -0,809 -2,199 

-0,5 
ЭМУ – – 1,106 3,039 1,867 -0,790 -2,131 
ТУ – – 1,099 3,152 1,948 -0,807 -2,199 

-1 
ЭМУ – – – 3,002 1,916 -0,726 -2,064 
ТУ – – – 3,113 1,999 -0,740 -2,128 

 

 

Таблица А.3.10 – Значения КИМ для концов левой трещины в плите из М2 с 2 трещинами 

КИМ 1c a  

  1 0,5 0,1 0,01 0,001 0 -1 

1k  1,000 1,052 1,081 1,151 1,224 1,268 1,414 1,225 

1k  1,000 1,112 1,229 1,795 3,843 9,254 – – 
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Таблица А.3.11 – Значения КИМ для концов левого разреза в плите из материала М2 с двумя 

жестко подкрепленными разрезами 

КИМ 1c a  

  1 0,5 0,1 0,01 0 -1 

1k  -0,529 -0,557 -0,572 -0,609 -0,648 -0,747 -0,665 

1k  -0,529 -0,589 -0,650 -0,950 -2,032 – – 
 

 

Таблица А.3.12 – Значения моментов sM  около контура отверстия и КИМ для концов трещины 

для плиты из материала М2 с круговым отверстием и внутренней трещиной 

Величина Параметр t 1c a  

2 1 0,5 0,1 

sM  0 2,304 2,501 2,937 6,299 
π/6 1,516 1,581 1,639 1,374 
π/3 0,335 0,334 0,330 0,287 
π/2 0,229 0,233 0,239 0,247 
2π/3 0,344 0,354 0,369 0,400 
5π/6 1,495 1,526 1,563 1,636 

π 2,233 2,271 2,314 2,396 

1k  1a c  1,081 1,186 1,357 1,992 

1k  13a c  1,047 1,087 1,136 1,244 
 

 

Таблица А.3.13 – Значения моментов sM  вблизи контура отверстия в плите из материала М2 с 

круговым отверстием и краевой трещиной в зависимости от длины трещины 

Величина  , 
рад 

1l a  

0 0,1 0,5 1 2 5 10 

sM  π/180 2,183 0,370 0,140 0,090 0,057 0,022 -0,004 
π/12  2,003 1,833 0,879 0,531 0,281 0,007 -0,200 
π/6 1,457 1,413 0,970 0,621 0,306 -0,076 -0,385 
π/4 0,767 0,751 0,581 0,405 0,205 -0,086 -0,348 
π/3 0,336 0,331 0,276 0,224 0,160 0,039 -0,093 
π/2 0,231 0,231 0,233 0,241 0,258 0,275 0,272 
2π/3 0,336 0,338 0,361 0,399 0,468 0,619 0,787 
5π/6 1,457 1,460 1,510 1,603 1,800 2,317 2,991 

π 2,184 2,187 2,241 2,348 2,582 3,226 4,090 

1k  1a l  – 0,635 1,115 1,283 1,518 1,902 2,521 
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Таблица А.3.14 – Значения моментов sM  около контуров круговых отверстий в зависимости от 

/c a  

Материал  ,  
рад. 

/с a  

  10 5 2 1 0,5 0,1 0,01 

М1 0  1,845 1,889 1,987 2,410 3,284 5,186 20,63 181,74 
π/6 1,400 1,430 1,493 1,733 2,126 2,747 4,482 5,213 
π/3 0,570 0,574 0,582 0,609 0,647 0,693 0,761 0,746 
π/2 0,215 0,208 0,195 0,167 0,153 0,151 0,156 0,169 

М2 0  2,184 2,223 2,308 2,678 3,476 5,322 20,89 187,19 
π/6 1,457 1,480 1,531 1,734 2,093 2,671 4,277 5,068 
π/3 0,336 0,333 0,328 0,321 0,330 0,350 0,387 0,412 
π/2 0,231 0,223 0,208 0,179 0,164 0,162 0,168 0,193 

М3 0  1,719 1,767 1,871 2,320 3,228 5,158 20,56 179,82 
π/6 1,537 1,577 1,658 1,962 2,451 3,207 5,280 6,143 
π/3 0,600 0,614 0,641 0,721 0,810 0,897 1,008 0,980 
π/2 -0,008 -0,008 -0,009 -0,009 -0,008 -0,006 -0,005 -0,002 

 

 

Таблица А.3.15 – Значения моментов sM  в контурной точке перемычки плиты с круговыми от-

верстиями в зависимости от /c a  для различных задач 

Материал Задача /c a  

  1 0,5 0,1 0,01 

М1 ЭМУ 1,845 3,284 5,186 20,63 181,74 
ЭУ 1,845 3,284 5,186 20,63 181,74 
МУ 1,835 3,277 5,179 20,62 181,55 
ТУ 1,835 3,277 5,180 20,62 181,55 

М2 ЭМУ 2,184 3,476 5,322 20,89 187,19 
ЭУ 2,063 3,414 5,281 20,83 186,26 
МУ 2,113 3,424 5,283 20,85 186,80 
ТУ 1,876 3,325 5,225 20,68 182,37 

М3 ЭМУ 1,719 3,228 5,158 20,56 179,82 
ЭУ 1,565 3,144 5,076 20,29 172,98 
МУ 1,694 3,211 5,144 20,53 179,03 
ТУ 1,508 3,106 5,039 20,20 170,95 
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Таблица А.3.16 – Значения КИМ для вершин периодического ряда наклоненных под углом φ  

трещин в плите из материала М3 

Способ 
загружения 

КИМ   

0  12  6  4  3  5 12  2  

y yM m   
1k  1,284 1,097 0,768 0,461 0,215 0,056 0,000 

2k  0,000 0,048 0,084 0,128 0,148 0,114 0,000 

x xM m   
1k  0,000 0,078 0,280 0,526 0,749 0,901 0,955 

2k  0,000 -0,130 -0,176 -0,095 0,120 0,338 0,000 
 

 

Таблица А.3.17 – Значения КИМ 1k  для вершин трещин вдоль оси Ox  в зависимости от /c l  в 

плите из материала М3 

/c l  

  10 5 2 1 0,5 0,1 0,01 

1,0 1,012 1,036 1,128 1,286 1,564 2,984 9,009 
 
 

Таблица А.3.18 – Значения КИМ 1k  для вершин и моментов sM  около центров трещин, пер-

пендикулярных оси Ox в зависимости от /xh l  при действии моментов x xM m   

Материал Величина 
/xh l  

  1 0,5  0,1 0,01 

М1 
1k  1,000 0,625 0,446 0,208 0,095 

sM  0,231 0,042 0,006 0,018 0,154 

М2 
1k  1,000 0,622 0,447 0,209 0,082 

sM  0,609 0,131 0,022 0,035 0,314 

М3 
1k  1,000 0,776 0,586 0,272 0,114 

sM  0,125 0,039 0,013 0,016 0,115 
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Таблица А.3.19 – Значения моментов sM  около контуров круговых отверстий в зависимости от 

/c a  в плите из материала М2 с двоякопериодической системой отверстий 

 , 
рад. 

/с a  

  1 0,5 0,1 0,01   1 0,5 0,1 0,01 

Изгиб моментами y yM m   Изгиб моментами x y xyM M m    

0  2,184 2,342 2,743 5,029 14,65 2,793 2,798 3,246 6,325 19,20 
π/12 2,002 2,092 2,314 2,847 1,803 2,586 2,559 2,831 3,649 2,412 
π/6 1,457 1,413 1,409 1,091 0,429 2,015 1,876 1,910 1,545 0,629 
π/4 0,767 0,650 0,587 0,361 0,123 1,534 1,270 1,162 0,726 0,253 
π/3 0,336 0,254 0,233 0,158 0,058 1,567 1,424 1,359 0,958 0,348 

5π/12 0,230 0,195 0,198 0,284 0,198 1,881 2,044 2,209 2,607 1,581 
π/2 0,231 0,203 0,197 0,516 1,716 2,042 2,351 2,671 4,790 13,53 
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Таблица А.4.1 – Значения изгибающих моментов в некоторых точках полуплоскости с 

круговым отверстием в зависимости от 1c a . 

Материал Точка Момент Задача 1/с a  

  2 1 0,5 0,1 0,01 
М1 A  xM  ЭМУ 1,813 1,854 1,894 1,946 2,061 2,152 

B  yM  ЭМУ 0,231 0,228 0,224 0,216 0,193 0,175 
ТУ 0,227 0,224 0,219 0,211 0,189 0,172 

C  xM  ЭМУ 1,813 1,898 2,059 2,408 4,388 12,83 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,335 1,662 2,150 4,287 12,80 
O  xM  ЭМУ 1,000 1,230 1,536 2,044 4,240 12,79 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,154 1,218 1,180 0,777 0,326 
М2 

A  xM  ЭМУ 1,811 1,847 1,886 1,938 2,054 2,144 
ТУ 1,713 1,753 1,791 1,838 1,939 2,016 

B  yM  ЭМУ 0,609 0,600 0,589 0,567 0,506 0,458 
ТУ 0,220 0,217 0,212 0,205 0,184 0,169 

C  xM  ЭМУ 1,811 1,876 2,023 2,378 4,356 12,66 
ТУ 1,713 1,800 1,964 2,310 4,180 12,01 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,328 1,657 2,151 4,266 12,63 
ТУ 1,000 1,341 1,654 2,113 4,105 11,99 

O  xM  ЭМУ 1,000 1,322 1,625 2,105 4,244 12,62 
ТУ 1,000 1,246 1,553 2,036 4,073 11,98 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,133 1,160 1,097 0,682 0,249 
ТУ 1,000 1,147 1,184 1,122 0,714 0,299 

М3 
A  xM  ЭМУ 1,464 1,503 1,533 1,566 1,628 1,672 

ТУ 1,421 1,458 1,487 1,518 1,575 1,614 

B  yM  ЭМУ 0,125 0,122 0,121 0,121 0,120 0,119 
ТУ -0,070 -0,069 -0,068 -0,067 -0,064 -0,062 

C  xM  ЭМУ 1,464 1,576 1,749 2,062 3,587 9,809 
ТУ 1,421 1,526 1,699 2,012 3,490 9,473 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,331 1,585 1,961 3,552 9,800 
ТУ 1,000 1,343 1,592 1,948 3,468 9,467 

O  xM  ЭМУ 1,000 1,344 1,612 1,977 3,555 9,800 
ТУ 1,000 1,290 1,556 1,925 3,459 9,465 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,088 1,035 0,907 0,498 0,173 
ТУ 1,000 1,094 1,053 0,932 0,541 0,234 
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Таблица А.4.2 – Значения КИМ 1k  и моментов /x xM m  в некоторых точках полуплоскости с 

вертикальной трещиной в зависимости от 1/c l . 

Материал Точка Величина Задача 1/c l  

  2 1 0,5 0,1 0,01 
М1 E  1k  ЭМУ 1,000 1,013 1,029 1,054 1,126 1,211 

F  1k  ЭМУ 1,000 1,018 1,050 1,117 1,502 3,027 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,191 1,451 1,964 5,476 34,60 
O  xM  ЭМУ 1,000 1,117 1,306 1,708 4,607 28,97 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,071 1,076 1,006 0,837 0,726 
М2 

E  1k  
ЭМУ 1,000 1,010 1,023 1,043 1,106 1,185 
ТУ 1,000 1,013 1,029 1,053 1,124 1,209 

F  1k  
ЭМУ 1,000 1,014 1,040 1,095 1,444 2,906 
ТУ 1,000 1,018 1,049 1,115 1,498 3,020 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,187 1,443 1,953 5,497 35,11 
ТУ 1,000 1,191 1,451 1,964 5,479 34,64 

O  xM  ЭМУ 1,000 1,154 1,400 1,916 5,550 35,66 
ТУ 1,000 1,119 1,311 1,719 4,657 29,33 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,045 1,053 1,009 0,869 0,775 
ТУ 1,000 1,060 1,046 0,975 0,834 0,744 

М3 
E  1k  

ЭМУ 1,000 1,010 1,024 1,044 1,108 1,188 
ТУ 1,000 1,012 1,028 1,052 1,122 1,206 

F  1k  
ЭМУ 1,000 1,015 1,041 1,098 1,451 2,921 
ТУ 1,000 1,017 1,048 1,112 1,492 3,006 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,188 1,444 1,955 5,497 35,07 
ТУ 1,000 1,190 1,450 1,963 5,484 34,72 

O  xM  ЭМУ 1,000 1,149 1,387 1,889 5,428 34,81 
ТУ 1,000 1,123 1,320 1,740 4,749 29,99 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,004 0,972 0,940 0,889 0,853 
ТУ 1,000 1,013 0,974 0,934 0,881 0,845 
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Таблица А.4.3 – Значения КИМ 1k  и моментов /x xM m  в некоторых точках полуплоскости из 

М2 с круговым отверстием и центральной трещиной длины 22l  в перемычке в зависимости от 

2 12 /l a . 

Точка Величина Задача 2 12 /l a  

0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 

E  1k  
ЭМУ 0,372 0,668 0,919 1,231 1,963 
ТУ 0,372 0,670 0,927 1,255 2,036 

F  1k  
ЭМУ 0,369 0,648 0,877 1,160 1,863 
ТУ 0,368 0,648 0,881 1,178 1,916 

B  yM  ЭМУ 0,588 0,587 0,585 0,580 0,569 
ТУ 0,212 0,212 0,211 0,210 0,206 

C  xM  ЭМУ 2,047 2,251 2,784 4,172 10,93 
ТУ 1,982 2,142 2,562 3,666 9,129 

D  xM  ЭМУ 1,837 2,115 2,703 4,100 10,69 
ТУ 1,825 2,101 2,688 4,082 10,63 

I  xM  ЭМУ 1,644 1,879 2,415 3,721 10,05 
ТУ 1,613 1,847 2,382 3,684 9,893 

O  xM  ЭМУ 1,648 1,845 2,358 3,683 10,15 
ТУ 1,571 1,726 2,132 3,188 8,401 

 

 

Таблица А.4.4 – Значения КИМ 1k  для конца трещины и моментов /x xM m  в некоторых точках 

полуплоскости из М2 с круговым отверстием и краевой трещиной в зависимости от 1/c a . 

Точка Величина Задача 1/c a  

0,9 0,7 0,5 0,3 0,1 

F  1k  
ЭМУ 1,422 1,474 1,562 1,742 2,354 
ТУ 1,469 1,523 1,614 1,798 2,429 

A  xM  ЭМУ 1,969 1,984 2,005 2,036 2,097 
ТУ 1,864 1,877 1,896 1,924 1,979 

B  yM  ЭМУ 0,611 0,605 0,596 0,583 0,562 
ТУ 0,220 0,218 0,215 0,211 0,204 

D  xM  ЭМУ 1,993 2,283 2,789 3,915 9,004 
ТУ 1,975 2,259 2,754 3,859 8,844 

O  xM  ЭМУ 2,007 2,299 2,809 3,948 9,122 
ТУ 1,736 1,969 2,379 3,301 7,502 

 
 

 

 

 

 

 



173 

Таблица А.4.5 – Значения изгибающих моментов в некоторых точках полуплоскости с 

круговым отверстием в зависимости от 1/c a . 

Мате-
риал 

Точ-
ка 

Мо-
мент 

За-
дача 

1/с a  

2 1 0,1 0,01 -0,01 -0,1 -0,5 -1 
М1 A  xM  ЭМУ 1,854 1,894 2,061 2,152 2,200 2,167 2,021 1,814 

B  yM  ЭМУ 0,228 0,224 0,193 0,175 0,166 0,164 0,150 0,001 
ТУ 0,224 0,219 0,189 0,172 0,164 0,161 0,148 0,020 

C  xM  ЭМУ 1,898 2,059 4,388 12,83 – – – – 

D  xM  ЭМУ 1,335 1,662 4,287 12,80 – – – – 

O  xM  ЭМУ 1,230 1,536 4,240 12,79 – – – – 

L  xM  ЭМУ 1,154 1,218 0,777 0,326 0,085 0,088 0,058 0,001 

M  xM  ЭМУ 1,041 0,966 0,686 0,581 0,532 0,552 0,650 0,801 
М2 

A  xM  ЭМУ 1,847 1,886 2,054 2,144 2,181 2,158 2,014 1,802 
ТУ 1,753 1,791 1,939 2,016 2,047 2,026 1,896 1,714 

B  yM  ЭМУ 0,600 0,589 0,506 0,458 0,438 0,430 0,393 0,020 
ТУ 0,217 0,212 0,184 0,169 0,163 0,160 0,147 0,023 

C  xM  ЭМУ 1,876 2,023 4,356 12,66 – – – – 
ТУ 1,800 1,964 4,180 12,01 – – – – 

D  xM  ЭМУ 1,328 1,657 4,266 12,63 – – – – 
ТУ 1,341 1,654 4,105 11,99 – – – – 

O  xM  ЭМУ 1,322 1,625 4,244 12,62 – – – – 
ТУ 1,246 1,553 4,073 11,98 – – – – 

L  xM  ЭМУ 1,133 1,160 0,682 0,249 0,060 0,026 -0,006 0,020 
ТУ 1,147 1,184 0,714 0,299 0,123 0,088 0,058 0,023 

M  xM  ЭМУ 1,006 0,949 0,711 0,616 0,579 0,588 0,671 0,813 
ТУ 1,021 0,941 0,704 0,620 0,588 0,601 0,696 0,830 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



174 

Таблица А.4.6 – Значения КИМ 1k  для конца трещины и моментов /x xM m  в некоторых точках 

полуплоскости из М2 с круговым отверстием и краевой трещиной в зависимости от 1/c a . 

Точка Величина Задача 1/c a  

0,9 0,7 0,5 0,3 0,1 0 -0,1 -0,5 

F  1k  
ЭМУ 1,422 1,474 1,562 1,742 2,354 – –  
ТУ 1,469 1,523 1,614 1,798 2,429 – –  

A  xM  ЭМУ 1,969 1,984 2,005 2,036 2,097 2,582 2,486 2,311 
ТУ 1,864 1,877 1,896 1,924 1,979 2,343 2,323 2,203 

B  yM  ЭМУ 0,611 0,605 0,596 0,583 0,562 0,528 0,526 0,502 
ТУ 0,220 0,218 0,215 0,211 0,204 0,174 0,173 0,170 

D  xM  ЭМУ 1,993 2,283 2,789 3,915 9,004 – –  
ТУ 1,975 2,259 2,754 3,859 8,844 – –  

O  xM  ЭМУ 2,007 2,299 2,809 3,948 9,122 – –  
ТУ 1,736 1,969 2,379 3,301 7,502 – –  

L  xM  ЭМУ 1,164 1,147 1,106 1,025 0,866 -0,061 0,251 0,317 
ТУ 1,187 1,163 1,117 1,039 0,892 0,122 0,103 0,117 

M  xM  ЭМУ 0,959 0,934 0,903 0,861 0,793 0,407 0,535 0,594 
ТУ 0,961 0,934 0,900 0,855 0,783 0,433 0,436 0,496 
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Таблица А.4.7 – Значения изгибающих моментов в некоторых точках полосы с центральным 

круговым отверстием в зависимости от 1 1/c a . 

Материал Точка Момент Задача 1 1/с a  

  2 1 0,5 0,1 
М1 

B  yM  ЭМУ 0,231 0,232 0,233 0,232 0,214 
ТУ 0,227 0,227 0,226 0,224 0,195 

C  xM  ЭМУ 1,813 1,998 2,341 3,151 9,608 
ТУ 1,810 1,994 2,335 3,143 9,589 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,403 1,889 2,813 9,387 

E  xM  ЭМУ 1,000 1,290 1,743 2,674 9,281 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,209 1,371 1,513 1,596 

M   xM  ЭМУ 1,000 1,084 1,057 1,008 0,885 
М2 

B  yM  ЭМУ 0,611 0,613 0,618 0,618 0,558 
ТУ 0,220 0,220 0,221 0,220 0,197 

C  xM  ЭМУ 1,810 1,974 2,306 3,122 9,467 
ТУ 1,713 1,908 2,267 3,098 9,377 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,397 1,890 2,825 9,278 
ТУ 1,000 1,420 1,909 2,835 9,208 

E  xM  ЭМУ 1,000 1,389 1,850 2,764 9,236 
ТУ 1,000 1,317 1,791 2,730 9,136 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,190 1,313 1,424 1,439 
ТУ 1,000 1,209 1,353 1,472 1,477 

M   xM  ЭМУ 1,000 1,050 1,044 1,004 0,874 
ТУ 1,000 1,068 1,036 0,991 0,852 

М3 
B  yM  ЭМУ 0,126 0,117 0,114 0,113 0,100 

ТУ -0,070 -0,097 -0,078 -0,068 -0,066 

C  xM  ЭМУ 1,463 1,696 2,101 2,977 9,268 
ТУ 1,421 1,646 2,048 2,912 8,963 

D  xM  ЭМУ 1,000 1,429 1,903 2,832 9,178 

E  xM  ЭМУ 1,000 1,447 1,936 2,855 9,187 

L  xM  ЭМУ 1,000 1,167 1,237 1,295 1,238 

M   xM  ЭМУ 1,000 0,993 0,975 0,957 0,839 
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Таблица А.4.8 – Значения изгибающих моментов в некоторых точках полосы из материала М2 с 

круговым отверстием в зависимости от 1 1с a . 

Точка Момент 1 1с a  

2 1 0,5 0,1 0,01 -0,5 -1 

A  xM  1,974 1,973 2,013 2,132 2,233 2,056 1,882 

B  yM  0,613 0,602 0,580 0,518 0,472 0,398 0,003 
C  xM  1,974 2,103 2,458 4,501 13,11 – – 

E  xM  1,389 1,690 2,176 4,387 13,07 – – 

L  xM  1,190 1,203 1,129 0,706 0,255 0,011 0,003 

M   xM  1,050 0,981 0,891 0,730 0,637 0,687 0,750 

E  xM  1,389 1,275 1,254 1,278 1,310 1,200 1,042 

L  xM  1,326 1,244 1,231 1,257 1,289 1,147 1,029 

M   xM  1,050 1,067 1,074 1,091 1,105 1,060 1,013 
 

 

Таблица А.4.9 – Значения изгибающих моментов в некоторых точках полосы из материала М2 с 

круговым отверстием и краевой трещиной из него в зависимости от 1 1с a .  

Точка Момент 1 1с a  

2 1 0,5 0,1 -0,1 -0,5 

A  xM  2,044 2,064 2,103 2,112 2,621 2,461 

B  yM  0,625 0,629 0,615 0,549 0,535 0,526 

F  1k  1,392 1,853 2,215 2,533 – – 

D  xM  1,482 2,008 2,937 9,008 – – 

E  xM  1,569 2,045 3,022 9,053 – – 

L  xM  1,146 1,221 1,148 0,865 0,121 0,012 

M   xM  1,084 1,006 0,946 0,790 0,502 0,406 

E  xM  1,487 1,344 1,282 1,258 1,468 1,351 

L  xM  1,251 1,192 1,231 1,184 1,370 1,275 

M   xM  1,085 1,097 1,123 1,074 1,200 1,142 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

 

Рисунок Б.2.1 – Графики распределения моментов s yM m  около контура кругового отверстия в 

плите из материала М2 для случаев задач ЭМУ (сплошная линия), МУ (штриховая линия), 

ЭУ(штрих-пунктирная линия) и ТУ (пунктирная линия) при действии на бесконечности меха-

нических моментов y yM m  .  

0 , .рад36 412

0,5

1

1,5

2

s

y

M

m

O

y

x

ym

ym

1L

1a




178 

Рисунок Б.2.2 – Графики распределения моментов s xM m  около контура кругового отверстия в 

плите из материала М2 для случаев задач ЭМУ (сплошная линия), МУ (штриховая линия), 

ЭУ(штрих-пунктирная линия) и ТУ (пунктирная линия) при действии на бесконечности меха-

нических моментов x xM m  .  
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Рисунок Б.2.3 – Графики распределения моментов s yM m  около контура жестко подкреплен-

ного кругового отверстия в плите из материала М2 для случаев задачЭМУ (сплошная линия), 

МУ (штриховая линия), ЭУ(штрих-пунктирная линия) и ТУ (пунктирная линия) при действии 

на бесконечности механических моментов y yM m  .  
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Рисунок Б.2.4 – Графики распределения моментов s xM m  около контура жестко подкреплен-

ного кругового отверстия в плите из материала М2 для случаев задач ЭМУ (сплошная линия), 

МУ (штриховая линия), ЭУ(штрих-пунктирная линия) и ТУ (пунктирная линия)при действии 

на бесконечности механических моментов x xM m  .  
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Рисунок Б.2.5 – Графики распределения моментов s yM m  около контура эллиптического от-

верстия в плите из материала М2 для некоторых значений отношения полуосей 1 1b a при дей-

ствии на бесконечности механических моментов y yM m  . 
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Рисунок Б.3.1 – Графики распределения моментов 0sM m  вблизи контура центрального эллип-

тического отверстия в круговом диске из материала М2 для некоторых значений 1 1b a .  
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Рисунок Б.3.2 – Графики распределения моментов 0sM m  вблизи контура 1L  в круговом диске 

из М2 для некоторых значений отношения 1 0a a .  
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Рисунок Б.3.3 – Графики распределения моментов 0sM m  вблизи центрального контура 3L  в 

круговом диске с двумя симметричными круговыми выемами для некоторых значений отноше-

ния 3 0a a .  
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Рисунок Б.3.4 – Графики распределения моментов 0sM m  вблизи контура центрального круго-

вого отверстия в квадратной плите из материала М2 для некоторых значений 1с a . Сплошные 

линии относятся к задаче ЭМУ, а штриховые – ТУ.  
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Рисунок Б.3.5 – Графики распределения моментов s yM m  вблизи контура левого отверстия в 

пластинке из материала М2 с двумя круговыми отверстиями при действии на бесконечности 

механических моментов y yM m  .  
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Рисунок Б.3.6 – Графики распределения моментов s yM m  вблизи контура левого отверстия в 

пластинке из материала М2 с двумя круговыми жестко подкрепленными отверстиями при 

действии механических моментов y yM m  . 
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Рисунок Б.3.7 – Графики распределения моментов s yM m  вблизи контура левого отверстия 

для плиты с двумя одинаковыми эллиптическими отверстиями ( 2 1a a , 2 1b b ) из материала 

М2 для некоторых значений отношения 1 1b a  при действии моментов y yM m  , при 

1 0,5/с a  . 
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Рисунок Б.3.8 – Графики распределения моментов s yM m  вблизи контура кругового отверстия 

0L  при действии на бесконечности моментов y yM m  . Сплошные, штриховые и пунктирные 

линии относятся к плите из материалов М1, М2 и М3 соответственно.  

0 , .рад36 412

3

s

y

M

m

1

ym

ym

  
0L

x

y

 

2

4

0

1

0,5c a 





190 

Рисунок Б.3.9 – Графики распределения моментов s yM m  около контура отверстия 0L  в плите 

из материала М3 с круговыми отверстиями для задач ЭМУ (сплошная линия), МУ (штриховая 

линия), ЭУ(штрих-пунктирная линия) и ТУ (пунктирная линия)  
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Рисунок Б.4.1 – Графики распределения моментов /s xM m  около контура кругового отверстия 

в полуплоскости из М2. Сплошные линии относятся к задаче ЭМУ, пунктирные – к задаче ТУ.  
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Рисунок Б.4.2 – Графики распределения /x xM m  по отрезку прямолинейной границы в полу-

плоскости с круговым отверстием для некоторых значений 1/с a . Сплошные линии относятся к 

задаче ЭМУ, пунктирные – к задаче ТУ.  
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Рисунок Б.4.3 – Графики распределения моментов /s xM m  около контура кругового отверстия 

c краевой трещиной в полуплоскости из материала М2 для некоторых значений отношения 

1/с a . Сплошные линии относятся к задаче ЭМУ, штриховые – к задаче ТУ.  

2 , .рад66 03

0

s

x

M

m

1

0,5

1,5

0,5

x

y


xm xm

c
1 0,1с a 

1



194 

Рисунок Б.4.4 – Графики распределения моментов /s xM m  около контура кругового отверстия 

в полуплоскости из М2. Сплошные линии относятся к задаче ЭМУ, пунктирные – к задаче ТУ.  
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Рисунок Б.4.5 – Графики распределения моментов /s xM m  около контура кругового отверстия 

c краевой трещиной в полуплоскости из материала М2 для некоторых значений отношения 

1/с a . Сплошные линии относятся к задаче ЭМУ, штриховые – к задаче ТУ.  
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Рисунок Б.4.6 – Графики распределения моментов /s xM m  около контура кругового отверстия 

в полосе из материала М2 для некоторых значений отношения 1/с a .  
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Рисунок Б.4.7 – Графики распределения /x xM m  по отрезку прямолинейной границы L  в по-

лосе с круговым отверстием из материала М2 для некоторых значений 1 1с a .  
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